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予定

１回目：準備

２回目：手術の障害類

３回目：手術の完全列



1. 多様体



定義. n次元位相多様体 (TOP 多様体)

　　 = 位相空間で次をみたすもの

(1) 局所的に Rn

(2) 距離づけ可能である

(3) 可分である

（稠密で高々可算な部分集合が存在）



定義. n次元位相多様体 (TOP 多様体)

　　 = 位相空間で次をみたすもの

(1) 局所的に Rn

(2) ハウスドルフ　かつ　パラコンパクト

(3) 可分である

（稠密で高々可算な部分集合が存在）



定義. n次元位相多様体 (TOP 多様体)

　　 = 位相空間で次をみたすもの

(1) 局所的に Rn

(2) ユークリッド空間に埋め込み可能



局所的に Rと同相だが，ハウスドルフではない例
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２直線で A, B以外を同一視



局所的に Rと同相だが，パラコンパクトではない例

Long Line = X ∪ X （ダブル）

X = ω1 × [0, 1) （Long Ray）

ω1 : 最小の非可算順序数



定義.

(1) ϕ : U
∼=−→ ϕ(U) ⊂ Rn：チャート

(2) {ϕα : Uα → ϕα(Uα)},
⋃

α Uα = M：

　　　　アトラス

(3) ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ)：

　　　　座標変換



定義.

• 座標変換が C∞ 微分同相なアトラス：C∞ 構造

　　位相多様体＋ C∞ 構造＝ C∞ 多様体

• 座標変換が PL同相写像なアトラス：PL構造

　　位相多様体＋ PL構造＝ PL多様体

※写像が PL ⇐⇒ グラフが局所有限な単体複体



2.ハンドル分解と手術



H = Di × Dn+1−i : (n + 1)次元 iハンドル
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埋め込み g : Si−1 × Dn+1−i → ∂Wn+1 で

Wn+1 に貼り付ける。



W：(n + 1)次元多様体

M ⊂ ∂W は境界の余次元 0の部分多様体

(W,M)のハンドル体構造

W = M × I ∪ハンドルたち（局所有限）

ただし、M × 0 ∪ ∂M × I 以外に貼り付ける



最初のハンドルを貼り付けたところ：
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• ハンドル体構造 =⇒ CW 複体の構造

=⇒ 鎖複体

• 上下の入れ替え =⇒ 双対ハンドル体

　　　　 k ハンドル⇐⇒ (n + 1 − k)ハンドル

　　　　　　（双対性）

• ハンドル体構造の存在：TOP n + 1 = 4 以外 OK



(多様体の)手術：M =⇒ M ′（W :手術のトレース）
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(k + 1)ハンドル（[n
2 ] > k）を貼り付けた場合：

πj(M ′) ∼= πj(M) j ≤ k − 1

πk(M ′) ∼= πk(M)/〈∂Dk+1 × 0〉
理由：

(W,M) は k 連結で 〈∂Dk+1 × 0〉は消される
(W,M ′) は (n − k − 1)連結

※ (X,A)が n連結⇐⇒ πk(X,A, ∗) = 0 (∀k ≤ n)



定理. CW 対 (X,A)が n連結であるならば，

X(n) ∪ A は A を固定したままで Aに変形する．

　　　※ X(n) ：n骨格

系. CW 対 (X,A)がすべての nに対して n連結で

あるならば，X は A を固定したままで A に変形

する．



系 (Whitehead の定理). もし CW 空間の間の写

像 f : X → Y がすべての i ≥ 0 に対し同型 f∗ :

πi(X, ∗) → πi(Y, ∗)を誘導するならば，f はホモト

ピー同値写像である．

証明. f の写像柱を考える：

M(f) = X × [0, 1] ∪(x,1)∼f(x) Y



任意の写像はホモトピー的には包含写像である。

X
f

// Y

'
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'

X
� � // M(f)



πj(M(f), X) = πj(f)と書くと

// πj(X) // πj(M(f)) //

∼=
��

πj(f) //

// πj(X)
f∗

∼=
// πj(Y ) // πj(f) //

=⇒ π∗(f) = 0

=⇒ X ⊂ M(f) はホモトピー同値

=⇒ X
f−−−→ Y はホモトピー同値



πj(f) の元を与えることは，次の可換図式を与える

ことと同じ：

Sj−1
g

//
� _

i

��

X

f

��

Dj
h // Y

定義：f は n連結⇐⇒ πj(f) = 0 (∀j ≤ n)



定理 (Hurewicz の定理). (X,A) が n 連結な CW

対で，X も Aも単連結ならば，フレビッツ写像は

同型。

h : πn+1(X,A, ∗)
∼=−→ Hn+1(X,A)

[f : (Dn+1, Sn) → (X,A)] 7→ f∗[Dn+1, Sn]

系. f : X → Y :単連結な CW 複体の間の写像

f :ホモトピー同値 ⇐⇒ f∗ : H∗(X)
∼=−→ H∗(Y )



定理. CW 複体の間の写像 f : X → Y がホモト

ピー同値写像であるためには，次の２条件が満たさ

れることが必要十分である：

(1) f∗ : π1(X, ∗) → π1(Y, ∗) が同型写像,

(2) 普遍被覆空間の間に自然に定まる写像 f̃ :

X̃ → Ỹ がホモロジー群の同型を誘導する．

証明. すでに、(n − 1)連結と示されたとする。

πn(f) ∼= πn(f̃) ∼= Hn(f̃) = 0 =⇒ n連結



f : X → Y , f∗ : π1(X) ∼= π1(Y ) = π

X̃, Ỹ：普遍被覆空間

Cj(X̃), Cj(Ỹ )：X̃, Ỹ の鎖群

⇒ X, Y の j 胞体を基底とする自由 Z[π]加群

(2)⇐⇒ f̃ : C(X̃) → C(Ỹ ) が鎖同値写像

　　　　　 (Z[π]加群鎖複体として)

　　⇐⇒ 代数的写像錐 C(f̃)が非輪状

　　⇐⇒ K∗(X) = H∗+1(M(f̃), X̃) = 0



定義. 写像の列 F → E
p−→ B は，p が homotopy

lifting propertyを持ち F = f−1(b) (b ∈ B)である

とき，ファイブレーションであるという．

X × 0
f

//
� _

��

E

p

��

X × I

∃g

<<

h // B



各空間 F , E, B が連結で基点をもち，ファイブレー

ション F → E
p−→ B が基点を保つならば，ホモト

ピー群の完全列がある：

→ πn+1(B) → πn(F ) → πn(E)
p∗−→ πn(B)

→ πn−1(F ) → · · · → π1(B) .



任意の写像はホモトピー的なファイブレーション

X
f

//

'
��

B

E
p

// B

• E = {(x, γ)|x ∈ X, γ : I → B, γ(0) = f(x)}
• p : E → B; (x, γ) 7→ γ(1) :ファイブレーション

F = p−1(b) : f のホモトピーファイバー



f が基点を保ち F が連結なら完全列がある：

→ πi(F ) → πi(X)
f∗−→ πi(Y ) → πi−1(F ) →

次の完全列と比較 =⇒ πi(f) ∼= πi−1(F ) (i ≥ 1)

→ πi+1(f) → πi(X)
f∗−→ πi(Y ) → πi(f) →

F が (n − 1)連結 =⇒ f は n連結



3. hコボルディズム定理と
sコボルディズム定理

以下では，多様体はすべて向き付け可能とする．



M0, M1 : n次元閉多様体

M0 と M1 の間のコボルディズム (W ; M0,M1)

　　 = Wn+1 s.t. ∂W = M0 t M1

i0 : M0
'−→ W , i1 : M1

'−→ W のとき

　　 hコボルディズム

例. (M × [0, 1]; M × {0},M × {1})
　　　　　自明な hコボルディズム



定理 (C∞/PL h コボルディズム定理—Smale).

n ≥ 5 のとき，(n + 1) 次元の単連結な h コボ

ルディズムは自明である．

定理 (C∞/PL s コボルディズム定理). n ≥ 5 ，

(Wn+1; M0, M1) hコボルディズム次は同値

(1) (Wn+1; M0, M1) が自明

(2) ねじれ τ(W,M0) = 0 ∈ Wh(π1(M0))



TOP でも成立。

τ = 0である hコボルディズム = sコボルディズム

sコボルディズム定理＋Wh({1}) = 0

　　　 =⇒ hコボルディズム定理



R = Z[π]

GL(n,R) ⊂ GL(n + 1, R); A 7→

(
A

1

)
GL(R) =

⋃
n≥1 GL(n,R)

E 次のような行列たちの生成する部分群

• 基本行列 (In + aEn
i,j) (i 6= j)

• 対角成分が ±g (g ∈ π) の形の対角行列

=⇒ E > [GL(R), GL(R)]

Wh(π) = GL(R)/E : π のWhitehead群



Wh(Z ⊕ · · · ⊕ Z) = 0 (Bass-Heller-Swan, 1964)．

予想：π がねじれをもたない =⇒ Wh(π) = 0

非自明な例：Wh(Z/5Z) = Z

(C, d) :R = Z[π]係数の基底付き自由加群の鎖複体

非輪状 =⇒ ねじれ (torsion) τ(C) ∈ Wh(π)



非輪状⇐⇒ 可縮

　⇐⇒ ∃ chain contraction s : Ci → Ci+1

　　　　　　　　　　　　 (ds + sd = 1)

★ dsd = (1 − sd)d = d

★ (sds)2 = sds(1 − ds)s = sdss − sdsdss = 0

★ (dsd + sds)2 = (d + sds)(d + sds)

　　　　　　　　 = dsds + sdsd = 1



dsd + sds は，

Codd = C1 ⊕ C3 ⊕ · · · −→ Ceven = C0 ⊕ C2 ⊕ · · ·

の同型写像であり，GL(R) の元を定める．

この元の像が C のねじれ τ(C) ∈ Wh(π)



(W ; M0, M1) : hコボルディズム

=⇒ M0 上のハンドル分解

=⇒ 対 (W ;M0)のセル分割

=⇒ 普遍被覆の対 (W̃ ; M̃0)のセル分割

=⇒ C(W̃ ; M̃0) : 非輪状

=⇒ τ(C) ∈ Wh(π1(M0))

=⇒ τ(W,M0) ∈ Wh(π1(M0))



証明のキー (1) 折り畳みの議論

C : 自由加群の鎖複体, Hj(C) = 0

. . . d // Cj+2
d // Cj+1

d // Cj // 0

=⇒ d : Cj+1 → Cj は全射

=⇒ ∃s : Cj → Cj+1 s.t. ds = 1 : Cj → Cj



証明のキー (1) 折り畳みの議論

C ' C ′ :

. . . d // Cj+2
d //

⊕

Cj+1
d //

⊕

Cj // 0

Cj
1 // Cj

0

==zzzzzzzz



証明のキー (1) 折り畳みの議論

C ′ ∼= C ′′ : (simple iso)

. . . d // Cj+2
d //

⊕

Cj+1
0 //

⊕

Cj // 0

Cj

s

;;xxxxxxxxx
Cj

1

==zzzzzzzz

C ′
j+1

„

1 0
−d 1

«„

1 s
0 1

«

−−−−−−−−−−−−→ C ′′
j+1, C ′

j
−1−−→ C ′′

j



証明のキー (1) 折り畳みの議論

C ′′ ' C ′′′ :

. . . d // Cj+1
d //

⊕

Cj+1 // 0 // 0

Cj

s

;;xxxxxxxxx

基本行列 ⇐⇒ ハンドル和の操作

M
1−→ M の和 ⇐⇒ キャンセルハンドル対の導入



証明のキー (1) 折り畳みの議論

=⇒ 隣接する２層からなる鎖複体

　 0 −→ Cj+1
d−−−→ Cj −→ 0

=⇒ 隣接する２層にからなるハンドル分解

　W = M0 × I ∪ (j ハンドル) ∪ (j + 1ハンドル)

　 N = ∂(M0 × I ∪ (j ハンドル)) − M0 × 0



証明のキー (2) ハンドル分解による実現
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証明のキー (2) ハンドル分解による実現
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d : Cj+1 → Cj :

N における貼り付け球面の「交叉数」で記述



証明のキー (2) ハンドル分解による実現

ねじれ τ = 0

=⇒ 基本変形で d の行列表示は単位行列

=⇒ ホイットニーのトリックによるハンドル操作

=⇒ ハンドルの消去 =⇒ W : 直積



証明のキー (3) Whitney’s Trick (交叉の解消)
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証明のキー (3) Whitney’s Trick (交叉の解消)
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証明のキー (3) 非単連結な場合
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証明のキー (3) 普遍被覆における交叉

�� � �
���� � ��

int(A,B) = 1 − t ∈ Z[π]



存在定理

n ≥ 5, M0 : n次元多様体, τ ∈ Wh(π1(M0))

=⇒ ∃ hコボルディズム (W ;M0,M1)

　　 s.t. τ = τ(W,M0) ∈ Wh(π1(M0))



Milnorの双対性

(W ; M0, M1)：(n + 1)次元 hコボルディズム

=⇒ τ(W,M1) = (−1)nτ(W,M0) ∈ Wh(π)

※

Z[π]上の involution ：
∑

nigi 7−→
∑

nig
−1
i

=⇒ Wh(π)上の involution



連続する hコボルディズムの和

(W1;M0,M1), (W2; M1,M2) : hコボルディズム

=⇒ τ(W1 ∪ W2,M0) = τ(W1,M0) + τ(W2, M1)



[弱 hコボルディズム定理]

n ≥ 5

(W ; M0, M1) : (n + 1)次元の hコボルディズム

=⇒ (W − M1, M0) ∼= (M0 × [0, 1),M0 × {0})



証明. τ = τ(W ; M0, M1) とおき, h コボルディズ

ムの列を作る:

　 ∃(W1; M1,M2) ねじれ＝ −τ

　 ∃(W2; M2,M3) ねじれ＝ τ

　 ∃(W3; M3,M4) ねじれ＝ −τ

　 ∃(W4; M4,M5) ねじれ＝ τ

　 . . .

W ′ = W ∪ W1 ∪ W2 ∪ W3 ∪ W4 ∪ · · ·



W ′ = W ∪ (W1 ∪ W2) ∪ (W3 ∪ W4) ∪ · · ·
= W ∪ M1 × [0,∞)
∼= W − M1

W ′ = (W ∪ W1) ∪ (W2 ∪ W3) ∪ (W4 ∪ W5) ∪ · · ·
∼= M0 × [0,∞)
∼= M0 × [0, 1)



(W ; M0, M1) : 非自明なねじれをもつ PL hコボル

ディズム

=⇒ ∃PL同型　 U = M0 × [0, 1) ∼=PL W − M1

=⇒ K = M0 × [0, 1]/M0 ×{1} ∼=TOP L = W/M1

　　　　　　　　（無限遠点∞K , ∞L の追加）

K, L は有限多面体　（c(−)は錐）

• K = M0 × I ∪ c(M0)

• L = W ∪ c(M1)



主張：K ∼=TOP LなのにK 6∼=PL L

K ∼=PL L =⇒ ∞K 7→ ∞L

=⇒ W ∼=PL M0 × I：仮定に反する！

=⇒ 次の予想の反例

予想 (Polyhedral Hauptvermutung). 有限多面体間

の同相写像 f : K → L は PL 同相写像にホモト

ピックである．



多面体の Hauptvermutung の最初の反例は Milnor

により与えられた (1961). 上の構成は Stallings に

よる (1963).

K, L がともに PL多様体であるような反例は 1960

年代終わりに，Kirby-Siebenmann により与えられ

た．



4. 法写像の手術 (1)
中間次元未満

カテゴリー：C∞

ややテクニカル



f : Mn → X, f ′ : M ′n → X

定義. f と f の間のボルディズム (W,F ) :

• (W ; M,M ′) コボルディズム

• F : W → X × I

　　　　　 s.t. F |M = f × 0, F |M ′ = f ′ × 1

写像の手術 =⇒ ボルディズム　？



f : Mn → X, 埋め込み ḡ : Sk−1 × Dn−k−1

=⇒ ḡ に沿ったM の手術

トレース W ' M ∪ Dk
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f が F に拡張

⇐⇒ 次の合成写像がヌル・ホモトピック

Sk−1 = Sk−1×0 ⊂ Sk−1×Dn−k−1 ḡ−→ M
f−−−→ X

そのようなヌル・ホモトピー

=⇒ πk(f : M → X)の元

π∗(f) を消してホモトピー同値にしたい！



πk−1(f)の元を表す

(g : Sk−1 → M,h : Dk → X)

として，

• g が埋め込みであり，かつ

• 埋め込み ḡ : Sk−1 × Dn−k−1 に拡張する

ようなものがとれるか？

もっと「データ」が必要！



M :n次元の向き付け可能な C∞ 閉多様体（n ≥ 5）

　　　 + 埋め込み e : M → RN

=⇒ 法束 νM : M → BO(k), k = N − n

BO(k) = Gk(R∞) : k 次元ベクトル束の分類空間

安定化 RN ⊂ RN+l ⊂ . . .

BO(k) ⊂ BO(k + 1) ⊂ . . .

=⇒ 安定法束 νM : M → BO(k) → BO

　　　　　　　　　　　 BO =
⋃

k BO(k)



定理. 対 (BO(k+1), BO(k)) は k連結である．し

たがって，対 (BO,BO(k)) も k 連結である．

証明. BO(k + 1)上の普遍束に随伴する Sk 束：

E = {(~e, V k+1) | ~e ∈ V k+1 ∈ BO(k+1), |~e| = 1}
p−−−→ BO(k + 1) ; (~e, V k+1) 7→ V k+1

E ' BO(k)

=⇒ Sk −→ BO(k) −→ BO(k + 1)

Sk:(k−1)連結=⇒ (BO(k+1), BO(k)):k連結



E ' BO(k) の写像 :

~e1 : Rの正の向きの単位ベクトル

★ BO(k) −→ E

V k 7→ (~e1, R ⊕ V k ⊂ R ⊕ R∞ = R∞)

★ E → BO(k)

(~e, V k+1) 7→ ~e⊥(⊂ V k+1)



定義.

滑らかな n次元多様体 M から空間 X への法写像

(f, b) : M → X とは, 写像 f : M → X と, M の

安定法束 νM から X 上のあるベクトル束 η への束

写像 b : νM → η で f を覆うものの組をいう．



与えられた法写像 (f : M → X, b : νM → η) に

対しては前に述べた「写像の手術」を行うだけでは

いけない．得られた写像も法写像にするためには，

b × I が，トレース W の法束 νW からの安定な束

写像 B : η × I に拡張しなければならない．そのよ

うな手術を「法写像に対する手術」と呼ぶ．これは

次の意味での法同境を与える．



定義. ふたつの法写像 (f : M → X, b : νM → η),

(f ′ : M ′ → X, b′ : νM ′ → η′) が 法同境 であると

は, f と f ′ の間のボルディズム F : W → X × I,

X × I 上のベクトル束 H, および F を覆う安定な

束写像 B : νW → H で両端への制限が b, b′ になる

ものが存在することをいう．



X:有限 CW 複体

(f : Mn → X, b : νM → η):法写像

πk+1(f) の元 x ⇐⇒ 可換図式 φ

φ

Sk
g

//
� _

i

��

Mn

f

��

e // RN

Dk+1
h // X

f の k はめ込み. . . g がはめ込みのとき

f の k 埋め込み. . . g が埋め込みのとき



k はめ込み φ 7→ νb(φ) ∈ πk+1(BO,BO(n − k))

★ g∗νM は自明 :

g∗νM
∼= g∗f∗η = i∗h∗η ∼= εl (自明束).

★ 埋め込み g の法束 νg は安定的に自明:

νg ⊕ εl ∼= νg ⊕ g∗νM
∼= νeg

∼= νSk
∼= εN−k .

　　　　（Sk が RN において unknotted）



つまり νg : Sk → BO(n−k)を BO(n−k) → BO

と合成したものはヌル・ホモトピック

=⇒ δν : Dk+1 → BOに拡張：

Sk
νg

//
� _

i

��

BO(n − k)� _

��

Dk+1
δν // BO

=⇒ νb(φ) = [δν, νg] ∈ πk+1(BO,BO(n − k))



命題. x ∈ πk+1(f)を (f, b)の手術で消すことがで

きるためには，x が νb(φ) = 0 であるような k 埋

め込み φ で表せることが必要十分である．

証明. 法写像に対する手術が実行できたとしてみ

る．M × [0, 1] ⊂ RN ×R = RN+1とし，(k+1)ハ

ンドル H = Dk+1 ×Dn−k がM × 1 で上から貼り

付けられている状況で，それぞれの法束を考える．



νg ⊕ εl ∼= νg ⊕ g∗νM
∼= νeg

∼= νSk
∼= εN−k .



νg は，Sk と g(Sk)（図中の２点）を同一視すると，

緑の帯の M = M × 1 の部分に該当する．それを

BO(n− k) → BOと合成したものは，N が十分大

なので，νeg（Sk のまわりの無色の円）と思ってよ

い．δν は埋め込まれたDk+1 = Dk+1×0の RN+1

における法束（無色のチューブ）であり，自明で

ある．この自明な束は，さらに，νW を Dk+1 に制

限した自明な束（図のピンクの帯）と H における

Dk+1 の自明な法束（図の緑の帯）の直和になって



いる．ホモトピー {(1 − t) : Dk+1 → Dk+1} によ
る δν の引き戻しは，νb(φ) のヌル・ホモトピーを

与えている．



逆に，νb(φ) = 0 であるような k 埋め込み φ がと

れたとする．まず，ハンドルの心棒 Dk+1 だけを

M = M×1にはりつけておく．δν はDk+1の法束

であり，[δ, νg] = 0ということは，νgがこの法束の部

分束として Dk+1 全体に拡張することを意味する．

この拡張は Dk+1 の厚み付け H = Dk+1 × Dn−k

を与え，hにより f はDk 上に拡張し，さらにハン

ドル全体に拡張する：



Sk × Dn−k
ḡ

//
� _

��

Mn

f

��

Dk+1 × Dn−k h̄ // X

これにより，f は F : W = M × I ∪ H → X × I

に拡張する．δν は η による g∗νM の自明化を元に

定義したものだから，当然，bはDk+1 上に拡張し，

これを全体に拡張するのは容易である．



系 (中間次元より下の手術 (1)). X は有限 CW 複

体とする．(f : Mn → X, b : νM → η) は法写

像で，2k + 1 ≤ n とする．このとき，任意の元

x ∈ πk+1(f) を (f, b)の手術で消すことができる．

証明. k + k < n であるから，g : Sk → M は埋め

込みとしてよい．また，k + 1 ≤ n− k であるから，

πk+1(BO,BO(n−k)) = 0 となり障害はない．



命題.

C : 0 → Cm → · · · → C1 → C0 → 0

　　　有限生成射影的 R加群の鎖複体

Hi(C) = 0 (i < n)

=⇒ Hn(C)は有限生成 R加群

証明. ∃s : Ci → Ci+1 R加群準同型写像 s.t.

ds + sd = 1 : Ci → Ci (i < n)



Zn = Ker(d : Cn → Cn−1)

とおくと，非輪状な鎖複体を得る:

0 → Zn
� � // Cn

1−sd
mm

d // Cn−1
s

jj
d // . . .
s

ll

=⇒

Zn⊕Cn−1⊕Cn−3⊕ . . . ∼= Cn⊕Cn−2⊕Cn−4⊕ . . .

=⇒ K は有限生成加群の射影像 =⇒ 有限生成

=⇒ Hn(C)も有限生成



定理 (中間次元より下の手術 (2)). X は連結な有限

CW 複体とする．任意の法写像 (f, b) : Mn → X

は [n
2 ]連結な写像に法同境である．

証明. すでに f は k 連結であると仮定すると，

πk+1(f) = Kk(M) が Z[π1(X)] 加群として有限

生成であり，k + 1 ≤ [n
2 ]ならば，有限回の手術で

消すことができる．



5. 法写像の手術 (2)
中間次元



次のステップは「中間次元の手術」であるが，ここ

から先はX において Poincaré 双対性が成り立つ必

要がある。話を簡単にするために，以下では X も

向きづけ可能な n次元閉多様体とする．



1を持つ環 Rの対合:

　 a + b = a + b, ab = b · a, a = a, 1 = 1

例．群環 R = Z[π],
∑

g∈π mgg 7→
∑

g∈π mgg
−1

左 R加群 K の双対 K∗ = HomR(K,R)の左 R加

群構造: (af)(x) = f(x) · ā



Poincaré Duality

X̃ → Xn : 群 π を被覆変換群とする正則被覆空間

R = Z[π]

Ci(X̃) : Z係数の有限 iチェイン全体の作る加群

=⇒ C(X̃) は自由左 R加群の鎖複体

Ci(X̃) = HomR(Ci(X̃), R)

=⇒ 左 R加群鎖複体 Cn−∗(X̃)

∃ξ ∈ C(X) s.t. ξ̃∩ : Cn−∗(X̃) '−→ C(X̃)



ξ̃ は局所有限になっている．

ξ の表すホモロジー類を [X] ∈ Hn(X)と書く．

f : Mn → Xn が次数 1⇐⇒ f∗[M ] = [X]



定義. f : M → X

　K∗(M) = H∗+1(f̃ : M̃ → X̃) ホモロジー核

　K∗(M) = H∗+1(f̃ : M̃ → X̃) コホモロジー核

命題. (f, b) : Mn → X ：次数 1の法写像　 =⇒
Hi(M̃) = Ki(M) ⊕ Hi(X̃)

Hj(M̃) = Kj(M) ⊕ Hj(X̃)

[M ]∩ : Kn−i(M)
∼=−→ Ki(M)



主張：

次数 1 の法写像 (f, b) : Mn → X を手術でホ

モトピー同値にできるための障害類は Wall の

Ln(Z[π1(X)])群に定まる.



n = 2m ≥ 6の場合

次数 1の法写像 (f : M2m → X, b)

=⇒ 手術でm連結にする

もし (m + 1)連結なら Kj(M) = 0 (j ≤ m)

=⇒ Kj(M) = 0 (j = 0, . . . ,m) (普遍係数定理)

=⇒ Kj(M) ∼= K2m−j(M) = 0 (j ≥ m + 1)

=⇒ ホモトピー同値写像

n = 2m + 1 ≥ 5の場合も同様

(m + 1)連結にするための障害を調べる



n = 2m の場合

手術可能なもの：自明な Sm−1 × Dm+1 での手術

の繰り返しで得られる部分

Sm × Sm#Sm × Sm#Sm × Sm# . . .



n = 2mの場合の手術障害類群 L2m(R)の定義:

定義. K は左 R加群，ε = ±1とする．

写像 λ : K × K → Rが R上の ε対称形式:

• λ(x + x′, y) = λ(x, y) + λ(x′, y),

λ(x, y + y′) = λ(x, y) + λ(x, y′)

• λ(ax, by) = bλ(x, y)ā

• λ(y, x) = ελ(x, y)



ε対称形式 λ ⇐⇒
随伴する R加群準同型写像 λ : K → K∗

λが非退化⇐⇒ λ : K → K∗ が同型



M2m :向きづけられた閉多様体, ε = (−1)m

M̃ : 被覆変換群が π の正則被覆

=⇒ 非退化 (−1)m 対称形式

λ : Hm(M̃)×Hm(M̃) → Z[π]; (x, y) 7→ x([M ]∩y)

同一視 Hm(M̃) ∼= Hm(M̃)

=⇒ M の (π 被覆)交叉形式

λ : Hm(M̃) × Hm(M̃) → Z[π]; (x, y) 7→ x∗(y)

※ x∗ は xのポアンカレ双対（[M ] ∩ x∗ = x）



定義. ε = ±1とする．

R上の非退化 ε２次形式 (K,λ, µ):

• 左 R加群K

• K 上の非退化 ε対称形式 λ : K × K → R

• ２次関数 µ : K → Qε(R) = R/{b − εb̄|b ∈ R}
◦ µ(x + y) − µ(x) − µ(y) = λ(x, y) ∈ Qε(R),

◦ λ(x, x) = µ(x) + εµ(x)

∈ Qε(R) = {a ∈ R|εā = a}
◦ µ(ax) = aµ(x)ā ∈ Qε(R)



(f, b) : M2m → X2m をm連結な次数 1の法写像

λ : Hm(M̃) × Hm(M̃) → Z[π]の制限

=⇒ λ : Km(M) × Km(M) → Z[π]

x ∈ Km(M) ⇐⇒ f の mはめ込み φ = (g, h)

νg:安定的に自明, τSm :安定的に自明

=⇒ g∗τM = τSm ⊕ νg:安定的に自明

=⇒ τSm×Dm // τM :安定的な束単射

=⇒ はめ込み ḡ′ : Sm × Dm → M , g′ ' g

(Hirsch-Smaleのはめ込み分類定理)



このとき、νb(φ′) = 0

この g′ に対して M̃ に持ち上げた自己交叉の「和」

として，µ(x)を定める．

これにより定まる非退化 (−1)m ２次形式

(Km(M), λ, µ)を (f, b)の核形式と呼ぶ．

※ Km(X) は一般には有限生成射影加群だが、安定

的に自由で、自明な手術を行って自由としてよい。



L =⇒ 双曲形式Hε(L) = (L ⊕ L∗, λ, µ)

• λ =

(
0 1

ε 0

)
: L ⊕ L∗ → (L ⊕ L∗)∗ = L∗ ⊕ L

• µ(x) = f(x)



(K,λ, µ), (K ′, λ′, µ′) が同境

⇐⇒ ∃ 有限生成自由左 R加群 L, L′ s.t.

(K,λ, µ) ⊕ Hε(L) ∼= (K ′, λ′, µ′) ⊕ Hε(L′)

L2m(R) = {非退化 (−1)m２次形式 }/同境



定義. ε ２次形式 (K,λ, µ) の lagrangian L とは，

K の直和因子で次の２条件を満たすもののことを

いう：

• µ(L) = {0},
• L = L⊥ := {y ∈ K|λ(x, y) = 0 ∀x ∈ L} .



双曲形式Hε(L)においては Lは lagrangianである

が、逆に次が成り立つ：

定理. 非退化 ε２次形式 (K,λ, µ) が lagrangian L

を持てば双曲形式 Hε(L)と同型である．

m連結な次数 1の法写像 (f, b) : M2m → X2m の

核形式 (Km(M), λ, µ) が L2m(Z[π]) で 0 ならば、

lagrangianをもち、Lに対応する手術によりホモト

ピー同値写像にすることができる．



π = {1}のとき (R = Z[π] = Z)

L4k(Z) ∼= Z; [K,λ, µ] 7→ σ(λ)/8

σ(λ) : λの符号数

L4k+2(Z) ∼= Z/2Z; [K,λ, µ] 7→ Arf(K,λ, µ)

Arf(K,λ, µ) =
∑l

i µ(xi)µ(yi) : Arf不変量

x1, y1, . . . , xl, yl : K の symplectic basis

n = 4k のときの障害類 = (σ(M) − σ(X))/8



結び目 k ⊂ S3

M : k のザイフェルト膜



結び目 k ⊂ S3

M : k のザイフェルト膜 =⇒ 法写像



K = K1(M) = H1(M) とおくと, 交叉数により

非退化な歪対称形式 λ : K × K → Z が定まり,

mod 2 自己絡み数により λ に付随する２次関数

µ : K → Q−1(Z) = Z/2Z が定まる．こうして得
られる非退化 (−1) ２次形式 (K,λ, µ) の Arf 不変

量 (∈ L2(Z))が結び目 k の Arf不変量である．



K にはザイフェルト形式とよばれる半双線形形式

ψ0 : K × K → Zが ψ0([c], [d]) = lk(c+, d)によっ

て定まる．ただし, c+ はサイクル c を S の表側に

押し出したもの。このとき, 次の等式が成り立つ

λ(x, y) = ψ0(x, y) − ψ0(y, x) ∈ Z,

µ(x) = ψ0(x, x) ∈ Z/2Z

つまり (K,λ, µ) は (K,ψ0) によって完全に記述さ

れる．



一般の R上の非特異 ε２次形式 (K,λ, µ)

⇐⇒ 半双線形形式 ψ0 : K × K → R s.t.

λ(x, y) = ψ0(x, y) + ε ψ0(y, x) ∈ Qε(R),

µ(x) = ψ0(x, x) ∈ Qε(R)



n = 2m + 1 の場合 ε = (−1)m

定義. ε２次形成 (K,λ, µ; F,G) とは非退化 ε２次

形式 (K,λ, µ) とその lagrangian F , G の順序対の

組をいう．

注意. 任意の ε ２次形成は (Hε(F ); F, α(F )) の形

のものと同型である．ただし α : Hε(F ) → Hε(F )

は自己同型写像．特に G = F ∗ の場合、自明 であ

るという．



m 連結な次数 1 の法写像 (f, b) : M2m+1 → X に

対して、Km(M) の生成元 x1, . . . , xl を選ぶ。各

生成元 xi を互いに交わらない埋め込みで表す：

Sm × Dm+1
gi //

��

M2m+1

f

��

Dm+1 × Dm+1
hi // X2m+1

★この手術を実際に行うと新しい核の元が出現する

おそれがあることに注意。



(f, b)の定める核形成 (K,λ, µ;F,G)の構成

U = \igi(Sm × Dm+1) ; M の中での境界連結和

V = M − U

=⇒ へガード分解

M = U ∪N V (N = ∂U = ∂V )

f ' (fU : U → Dn) ∪ (fV : V → X − Dn)

=⇒ ε２次形式 (K = Km(N), λ, µ)

　　　※ 被覆は X の普遍被覆から誘導されるもの



(f, b)の定める核形成 (K,λ, µ;F,G)の構成（続き）

(Km(N), λ, µ) は U , V の両方で 0に同境

=⇒ ふたつの lagrangian （⇒ 次ページ）

F = im(Km+1(U,N) ∂−→ Km(N)) = Km+1(U,N)

G = im(Km+1(V,N) ∂−→ Km(N)) = Km+1(V,N)

=⇒ (Km(N), λ, µ) = Hε(F ),

(f, b)の核形成: (Hε(F );F,G)



0
&&

##FFF
FF F

((

∂
##FF

FF
Km(V )

%%

##FFF 0

Km+1(M)

<<xxxx

##FF
FF

Km(N)

<<xxx

##FFF
Km(M)

<<xxxxx

##FFF
FF

0

<<xxxxx
88 G

∂

<<xxxx

66
Km(U)

<<xxx
99 0

F = Km+1(M,V ) = Km+1(U,N)

G = Km+1(M,U) = Km+1(V,N)



注意１

(Km(N), λ, µ; F,G)が自明

⇐⇒ Km(N) = F ⊕ G

⇐⇒ Km(M) = Km(N)/(F + G) = 0,

Km+1(M) = F ∩ G = 0

⇐⇒ f がホモトピー同値



注意２　核形成 (Hε(F ); F,G)の別表示

F = im(Km+1(U,N) ∂−→ Km(N)) = Km+1(U,N)

G = im(Km+1(V,N) ∂−→ Km(N)) = Km+1(V,N)

M に gi(Sm × Dm+1) たちで法手術を実行

=⇒ (m + 1)連結な法同境 :

(e, a) : (W ;M,M ′) → X × (I; 0, 1) 法同境

=⇒ 別表示：

(Hε(Km+1(W,M ′));Km+1(W,M ′), Km+1(W ))



f ′ : M ′ → X がホモトピー同値とすると……

=⇒ K∗(M ′) = 0

=⇒ Km+1(W ) = Km+1(W,M ′)

=⇒ 核形成は次ページの意味で

(Km+1(W ), λW , µW ) の境界である



必ずしも非退化とは限らない ε ２次形式 (K,λ, µ)

に対して，ε２次形成

∂(K,λ, µ) = (Hε(K);K, Γ(K,λ))

Γ(K,λ) = {(x, λ(x))) ∈ K ⊕ K∗|x ∈ K}

をその境界という．



ε２次形成 F , F ′ が同境

⇐⇒ ∃ B, B′ (境界), ∃ T , T ′ (自明) s.t.

F ⊕ B ⊕ T ∼= F ′ ⊕ B′ ⊕ T ′ .

L2m+1(R)

= {(−1)m ２次形成 (K,λ, µ;F,G)}/同境
Rとmの偶奇のみによるアーベル群

★ L2m+1(Z) = 0



6. 手術の完全列



G(n) : Sn−1 のホモトピー同値写像の全体

BG(n) : Sn−1 ファイブレーションの分類空間

Sn ⊂ Sn+1 =⇒ BG(n) → BG(n + 1)

BG = lim BG(n)

　　　: 安定球面ファイブレーションの分類空間

BO(n) → BG(n), BO → BG

G/O ホモトピー・ファイバー

G/O −→ BO −→ BG



X : 向きづけられた C∞ 閉多様体 ⇒ 法構造集合

N (X) = {(f : M → X, b : νM → η)

|次数 1法写像, (∗)}/法同境

条件 (∗)：次のふたつはホモトピック
X

η−→ BO → BG

X
νX−−→ BO → BG

[(1X , 1νX )] ∈ N (X)



S(X) : X の構造集合

S(X) = {f : Mn '−→ X | ホモトピー同値 }/ ∼
f : M → X ∼ f ′ : M ′ → X

⇐⇒
∃(F ; f, f ′) : (W ; M,M ′) → X × (I; {0}, {1})

s.t. (W ;M,M ′)が h同境



定理. (Browder, Novikov, Sullivan, Wall) n ≥ 5

とする．X は滑らかな n 次元閉多様体とし, π =

π1(X)とおく．このとき次の「完全列」がある：

· · · → N (X × I, ∂) → Ln+1(Z[π])

→ S(X) → N (X) → Ln(Z[π]) .

N (X) ←→ [X,G/O] (ホモトピー類全体の集合)

N (X × Ii, ∂) ←→ [X × Ii, ∂; G/O, ∗]



注意. (1) 一番右端の写像は法写像に対しその手術

障害類を対応させる写像であり，その左はホモト

ピー同値写像に対しその定める法写像を対応させる

写像である．



(2) 前節までで, 滑らかな閉多様体に関する手術の

理論を述べてきたが, 境界のある多様体の場合でも,

与えられた法写像が境界ではすでにホモトピー同値

写像になっているという設定の元に,L∗(Zπ)に手術

のための障害類が定まることがわかる．S(X)より

左はそのようにして得られる．



(3) 上はあくまでも「集合」の完全列であり, 「群」

の完全列ではない．

特に、Ln+1(Zπ) → S(X) は写像というより、

Ln+1(Zπ) の S(X) への作用である。与えられた

ホモトピー同値写像 f : M → X から出発して

Wall realization を用いて与えられた元を障害類を

持つようにして作った法同境の上端を対応させる

写像である．



(4) X = Sn (n ≥ 5) のとき，この列は次のように

なる．

· · · → πn+1(G/O) → Ln+1(Z) → Θn

→ πn(G/O) → Ln(Z)

Θn は Kervaire-Milnorのホモトピー球面の群．

Θ7
∼= Z28



(5) X = Tn = S1 × S1 × · · · × S1 (n ≥ 5)

N (Tn) =
∑n

k=0

(
n
k

)
πn−k(G/O)

Lj(Z[Zn]) =
∑n

k=0

(
n
k

)
Lj−k(Z)

S(Tn) =
∑n

k=0

(
n
k

)
Sn−k

ただし Sn は次の可換群の完全列に適合する群であ

り、Sn
∼= S(Sn) (n ≥ 5);

· · · → πn+1(G/O) → Ln+1(Z) →
Sn → πn(G/O) → Ln(Z) → · · ·



PL多様体やさらには位相多様体でも同様な結果が

成り立つ．

しかも手術障害類群は滑らかな場合と同じ

定理. (Kirby-Siebenmann) n ≥ 5 とする．X は n

次元の閉位相多様体とし, π = π1(X)とおく．この

とき次の完全列がある：

· · · → [X × I, ∂;G/TOP, ∗] → Ln+1(Z[π])

→ STOP(X) → [X,G/TOP] → Ln(Z[π]) .



注意. (1) この列が可換群の完全列になるように各

項の群構造を与えることができる (L群に関しては

普通の群構造を与える)．実際、この列はあるファ

イブレーションのホモトピー完全列と思うことがで

きる．



(2) G/TOP は安定位相束の分類空間 BTOP か

ら BG への自然な写像のホモトピーファイバー

であり, π0(G/TOP) = 0, πi(G/TOP) ∼= Li(Z)

(i ≥ 1)である．⇐ STOP(Dn, ∂) = {0}



(3) 手術障害類群に関しては 4 周期性が成り立つ

が，閉多様体の構造集合の 4周期性は必ずしも成り

立たない:

STOP(X × I4, ∂) ∼= STOP(X) or STOP(X) ⊕ Z
ただし，境界がある多様体 X に対しては周期性が

ある：

STOP(X × I4, ∂) ∼= STOP(X, ∂)



(4) 構造集合の定義が hコボルディズムを用いてい

るため，ホワイトヘッド群が自明でない場合はかな

らずしも h コボルディズムが直積にならない．定

義を変えて sコボルディズムを使うためには，手術

障害類群の定義で加群の同型の部分で，そのねじれ

が消えていることを要請しなければならない．そ

のようにして得られたものを Ls
n(Z[π])のように書

き，元のものを Lh
n(Z[π]) と書いて区別する．さら

に，自由加群でなく，射影的加群を用いて定義した



ものは Lp
n(Z[π]) と書く．これらの間には，例えば

次が成り立つ：

Ls
n(Z[π × Z]) ∼= Ls

n(Z[π]) ⊕ Lh
n−1(Z[π]),

Lh
n(Z[π × Z]) ∼= Lh

n(Z[π]) ⊕ Lp
n−1(Z[π])

(5) πn(PL/O) = Θn (n 6= 3, 4)

(6) TOP/PL ' K(Z2, 3)



Xn : aspherical 多様体 =⇒
(1) STOP(X) = {∗} (ボレル予想)

※ STOP(X × I4, ∂) = 0 =⇒ STOP(X) = 0

※ Farrell-Jones: non-positively curved manifolds,

etc.

(2) H∗(X; L) A−−−→ L∗(π1(X)) は同型

　または少なくとも ⊗Q で split injective

※ Hn+i(X; L) ∼= [X × Ii, ∂;G/TOP, ∗] (i ≥ 1)


