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0 導入
我々は結び目、絡み目、帯についての研究を行った。
結び目とは、空間R3内の多辺形をいい、絡み目とは、空間内の互いに共有点を
持たない µ個の結び目K1, K2, · · · , Kµからなる図形 L = K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Kµを
いう。
絡み目に対しては、絡み数という不変量が定まり、絡み数が違えば違うもので
あることがわかる。
結び目には絡み数というものはないが、代わりにコンウェイ多項式と呼ばれる
不変量を導入する。例えば、平凡な結び目のコンウェイ多項式は 1、三葉結び目の
コンウェイ多項式は 1 + z2である。したがって、2つは違うものであることがわ
かる。
また、どんな結び目、絡み目も交差交換を許せば平凡なものに変形できること
がわかる。このことはコンウェイ多項式の計算をするときに役に立つ。
帯とは、中心線が結び目であり、それに一定の幅を付けたものである。帯に対
しては、絡み数というものが定義できる。その帯の絡み数とその帯のふち同士ま
たは中心線とふちの絡み数の関係を調べた。また、帯において交差交換を許すと
き、リボンの場合は+1

2
のねじれが 0個または 2個の帯に変形でき、メビウスの帯

の場合には+1
2
のねじれが 1個または 3個の帯に変形できることがわかる。

メビウスの帯を半分に切るとリボンが得られる。その得られるリボンの中心線
は元のメビウスの帯の境界がつくる結び目であり、この結び目には、平凡になる
ものや三葉結び目になるものなどいろいろある。

−→

−→ −→

この結び目が平凡になるのは上図の上の図と、その図の交差の部分の上下を入れ
換えたものの 2つの場合のみである。この証明には、コンウェイ多項式を用いる。
付録として、平面の閉曲線の交差を許す変形について調べた。この場合には、回
転数と呼ばれる不変量が存在し、それにより分類が行われる。

第 1節 (白石、米谷担当)では、結び目、絡み目の定義を行い、絡み数の概念を
導入する。第 2節 (白石担当)では、ザイフェルト曲面の定義を行い、交点数と絡
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み数の関係について述べる。第 3節 (金井担当)では、帯の定義を行い、帯の絡み
数について述べる。第 4節 (金井、中場担当)では、メビウスの帯とそれを中心線
で半分に切って得られるリボンのそれぞれの絡み数についての関係について述べ、
またメビウスの帯の中心線と境界との関係について述べる。第 5節 (金井担当)で
は、結び目、絡み目、帯においての交差交換を許す変形 (正則ホモトピー)につい
て述べる。第 6節 (米谷、中場、白石担当）では、コンウェイ多項式の定義といく
つかの具体例の計算を行う。第 7節 (米谷、白石担当)では、コンウェイ多項式の
性質と一般的な計算方法を述べ、トーラス結び目、トーラス絡み目などにおける
計算例を示す。付録 A(金井担当)では、平面曲線の回転数の定義を行い、正則ホ
モトピーによる分類について述べる。
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1 絡み目と絡み数
この節では、[4]の第 1～3章に従って結び目・絡み目の定義を行う。そして、向
きを付けた絡み目及び有向絡み目を考え、それに対して絡み数という重要な概念
を導入する。

定義 1.1. (1) 空間R3内の多辺形を結び目 (knot)という。
(2) 空間内の互いに共有点を持たない µ個の結び目K1, K2, · · · , Kµからなる
図形

L = K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Kµ

を絡み目 (link)といい、K1, K2, · · · , Kµをその成分という。
一般に、絡み目 Lについて、µ(L)でその成分の個数を表す。
また、一般論をする際には、結び目は 1成分の絡み目とも考える。

定義 1.2. (1) 自然な平行射影

p : R3 → R2 ; (x, y, z) 7→ (x, y)

を定めると、空間内の絡み目 L = K1 ∪ · · · ∪ Kµ について、その像

p(L) = p(K1 ∪ · · · ∪ Kµ)

は、平面R2上の µ個の閉折線となる。
点 q ∈ p(L)について、p−1(q) ∩ Lの点の個数を、点 qの次数という。
一般に次数が 2以上の点を多重点といい、特に次数が 2の点を 2重点、次数が 3

の点を 3重点、· · · などという。
(2) 次の 2つの条件をを満たす絡み目Lは、(pに関して)正則の位置にある (in

regular position)という：
(イ) p(L)の多重点は、高々有限個の 2重点のみである。
(ロ)多辺形 Lの頂点の像は、p(L)の 2重点にはならない。

定義 1.3. L = K1 ∪ · · · ∪ Kµを正則の位置にある絡み目とする。
(1)平行射影 pによるLの像 p(L) = L̂を、Lの正則射影像 (regular projection)

(以下簡単に射影像)という。
射影像 L̂は、平面上の µ個の閉折線で、高々有限個の 2重点を持ち、その頂点
は 2重点ではないような図形である。L̂の 2重点全体の集合をD(L̂)で表す。

(2) 2重点 q ∈ D(L̂)はLの 2つの辺の内点である。これらの辺に写るLの 2辺
と直線 p−1(q)との交点のうちで、z座標の大きい方の点を上交差点、小さい方の
点を下交差点という。
射影像 L̂の各 2重点において、下交差点を含む辺に対応する辺に下図のように切
れ目を入れ、空間的な感じを出した平面上の図 L̃を、絡み目Lの正則表示 (regular

diagram)という。
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(3) L̂の 2重点に対する正則表示 L̃の点を交差点 (crossing point)とよび、L̂

の交差点全体の集合をD(L̃)で表す。
また、L̂の 2重点の個数を c(L̂)、L̃の交差点の個数を c(L̃)で表す。

定義 1.4. (1) L = K1 ∪ · · · ∪KµをR3内の絡み目とする。uvをLのある成分の
1辺とし、4 = 4uvwをR3内の 3角形で、4∩ L = uvとする。ここで、Lの辺
uvを4の他の 2辺 uw ∪ wvで置き換えて得られる絡み目を L′とする：

L −→ L′ = (L − uv) ∪ (uw ∪ wv)

�

�

�

���

このとき、L′は Lから4移動 (4-move)で得られたという。
逆に、3角形の 2辺 uw ∪wvを残りの辺 uvに置き換える変形も考えて、LはL′

から4移動で得られたという。
(2) 2つの絡み目 Lと L′に対して、絡み目の有限列

L = L0, L1, L2, · · · , Ln−1, Ln = L′

が存在して、LiがLi−1から4移動で得られるとき、LとL′は同型であるといい、
L ∼= L′で示す。
同型∼=という関係は、絡み目の集合において明らかに同値関係で、各同値類を
絡み目型 (link type)という。特に、結び目の場合は結び目型 (knot type)とい
う。絡み目 Lの絡み目型を [L]で示す。
絡み目型全体の集合をLで表し、各自然数 µについて µ成分の絡み目型全体の
集合をLµで表す。特に、L1をKで表す。

(3)平面R2 ⊂ R3上の互いに共有点を持たないµ個の多辺形J1∪· · ·∪Jµも、自然
に空間内の図形とみなすとµ成分の絡み目となる。平面上の多辺形 J1 ∪ · · · ∪Jµと
同型な絡み目を平凡 (trivial)であるといい、その絡み目型を平凡型 (trivial type)

という。µ成分の平凡な絡み目を特にOµで示す。
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定義 1.5. 絡み目型 [L]の正則の位置にある代表元Lの全てに関して、交差点の個
数 c(L̃)の最小値を c[L]で表し、[L]の最小交差数 (minimum crossing number)

という。c(L̃) = c[L]となる正則表示 L̃を [L]の最小正則表示という。

定義 1.6. (1) 結び目Kの向き (orientation)とは、多辺形であるKに沿って 1

周する方向のことで、表示に際して下図のように辺に矢印をつけて示す。
従って、結び目Kに対する向きの指定の仕方は 2通りある。

向きを指定した結び目を有向結び目 (oriented knot)という。
一般に、µ成分の絡み目 L = K1 ∪ · · · ∪ Kµの向きとは、その全ての成分の向
きのことで、全ての成分の向きを指定した絡み目を有向絡み目 (oriented link)と
いう。

µ成分の絡み目 Lに対する向きの指定の仕方は 2µ通りある。
(2) 2つの有向絡み目LとL′が有向同型であるとは、LとL′が向きも込めて同
型になるときをいう；つまり、有向絡み目の有限列

L = L0, L1, L2, · · · , Ln−1, Ln = L′

が存在して、LiはLi−1から4移動で得られ、その向きはLi−1の向きから自然に
誘導されるときをいい、L ≈ L′で示す。

��� ��� ���

有向同型≈という関係は、有向絡み目の集合において同値関係になり、各同値
類を有向絡み目型 (oriented link type) (有向結び目型、oriented knot type)

という。有向絡み目 Lの有向絡み目型を [L]で示す。
有向絡み目型全体の集合をL+で表す。またµ成分の有向絡み目型全体の集合を

L+
µ で表す。特に、L+

1 をK+で表す。

定義 1.7. 絡み目の正則表示において、次に図示する 3種の局所的な変形を、ライ
デマイスター移動あるいは基本変形という。

��� ���
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ライデマイスター移動 I

��� ���

ライデマイスター移動 II

���

ライデマイスター移動 III

これらの変形はいずれも正則の位置にある絡み目に対して、有限回の4移動で
実現されるので、絡み目型を変えないが、さらに次の定理が成り立つことが知ら
れている。

定理 1.8. LとL′を、正則の位置にある絡み目とする。LとL′が同型であるための
必要十分条件は、正則表示 L̃ に有限回のライデマイスター移動と、必要ならば平
面R2上での有限回の4移動を施すことによって、正則表示 L̃′を得ることである。

定義 1.9. 有向絡み目 Lの全ての成分の向きを反対にしたものを−Lで表す。
有向絡み目Lおよび [L]は、L ≈ −Lとなるとき、可逆的 (invertible)であると
いう。

例. (1) 平凡な結び目Oに向きを指定したものは可逆的である。従って、一般に
平凡な µ成分の絡み目Oµに向きを指定したものは、すべて可逆的で、互いに有向
同型である。そこで、Oµに向きを指定した絡み目も平凡といい、その有向同型類
を平凡型という。

� �

� �

� �

�

�

(2) 三葉結び目に向きを指定したものは、いずれも可逆的である。これも裏側
から見た正則表示と比べると明らかである。

(3) Hopf絡み目に向きを指定したものは、いずれも可逆的である。
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定義 1.10. L = K1 ∪ K2を 2成分の有向絡み目とし、正則の位置にあるとする。
このとき、M(K̃1, K̃2)によって、L̃ = K̃1 ∪ K̃2の全交差点の集合D(L̃)の部分集
合で、K1の辺とK2の辺とでできる交差点全体の集合を表す。
各交差点 q ∈ M(K̃1, K̃2)に対して、下図の規則によって、+1と−1のいずれか
の符号 ε(q)を対応させる。

�����

��� � �
	 ���

����
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このとき、

lk(K1, K2) =
1

2

 ∑
q∈M(K̃1,K̃2)

ε(q)

 = lk(K2, K1)

を、K1とK2の絡み数 (linking number)という。M(K̃1, K̃2)の点は偶数個だか
ら、絡み数は必ず整数である。また、ここで ε(q)

2
を点 q における絡み数と呼ぶ。

注意. K2 が複数の成分の絡み目であるときも同様に絡み数 lk(K1, K2)が定義で
きる。

定理 1.11. L = K1 ∪ K2, L′ = K ′
1 ∪ K ′

2を 2成分の有向絡み目とする。

L ≈ L′ =⇒ lk(K1, K2) = lk(K ′
1, K

′
2).

証明. 絡み数がライデマイスター移動のもとで不変であること、つまり、L̃が一度
のライデマイスター移動で L̃′に移るときに、定理を証明すればよい。

(i)ライデマイスター移動 Iでは、M(K̃1, K̃2) = M(K̃ ′
1, K̃

′
2) である。

(ii)ライデマイスター移動 IIでは、向きの指定の仕方は次の図で示す 2通りで代
表されるが、この部分が同じ成分ならばM(K̃1, K̃2) = M(K̃ ′

1, K̃
′
2)であり、異な

る成分ならば部分的に符号の和が 0になり、絡み数は変わらない。
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(iii)ライデマイスター移動 IIIでは、次の図にどのように向きを指定しても、次
のことが成り立ち、絡み数が変わらないことがわかる。

(イ) q1が同じ成分同士の交差点ならば q′1も同じ成分同士の交差点で、異なる成
分による交差点ならば ε(q1) = ε(q′1)である。

���
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(ロ) q2が同じ成分同士の交差点ならば、q′2も同じ成分同士の交差点で、異なる
成分による交差点ならば ε(q2) = ε(q′2)である。

例. 2成分の平凡な絡み目の絡み数は 0、Hopf絡み目の絡み数は±2である。従っ
てこれらは絡み数により違うものである。

定義 1.12. 結び目、絡み目の正則表示の交差点 qにおいて交差の上下を交換する
ことを、qにおいて交差交換 (crossing change)するという。

命題 1.13. L = K1 ∪ K2を有向絡み目とする。L̃ = K̃1 ∪ K̃2を正則射影とする。
S = {q1, · · · , qu} ⊂ M(K̃1, K̃2) を、S = { K̃1のほうが K̃2の下になる交差点 } と
定め、各 qiでの交差の符号を εiとおく。このとき、次式が成り立つ：

lk(K1, K2) = ε1 + · · · + εu

証明. S以外の交差点を T とかき、T = {qu+1, qu+2, · · · , qu+v}とする。点 qu+j に
おける交差の符号を εu+j (j = 1, · · · , v)とする。整数A、Bを、

A = ε1 + · · · + εu

B = εu+1 + · · · + εu+v
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とおく。すると、

lk(K1, K2) =
1

2
(A + B)

が成り立つ。
さて、q1, · · · , quで交差交換して得られる絡み目を L′ = K ′

1 ∪ K ′
2とする。この

とき、

lk(K ′
1, K

′
2) =

1

2
(−A + B)

となる。ところでK ′
1はK ′

2より上になるのでK ′
1はK ′

2と全く絡んでいない。従っ
て、lk(K ′

1, K
′
2) = 0である。よって、A = Bでなければならない。従って、

lk(K1, K2) =
1

2
(A + A) = ε1 + · · · + εu

となる。
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2 ザイフェルト曲面
この節では、[4]の第 4章に従ってザイフェルト曲面の定義を行い、交点数と絡
み数の関係について述べる。

定義 2.1. (1) 空間R3内のコンパクトで向き付け可能な境界付曲面F が、絡み目
Lのザイフェルト曲面であるとは、F のどの連結成分も境界を持ち、∂F = Lとな
るときをいう。

(2) 空間R3内の、コンパクトで (向き付け可能で) 向き付けられた境界付曲面
F が、有向絡み目 Lの有向ザイフェルト曲面であるとは、F のどの連結成分も境
界を持ち、∂F = L(F の向きから誘導される ∂F の向きがLの向きと一致)となる
ときをいう。有向絡み目に対しては、特に断らない限り、いつも有向ザイフェルト
曲面を考えるとする。曲面の向き (表= +側、裏= −側)の指定は、次の図のよ
うに定めることにする。

� ��� � ���

(3) (有向)ザイフェルト曲面F が連結でないときは、空間内で細い円筒で連結
成分を繋ぐことによって (連結和に相当する)いつでも連結にできるので、必要な
らば連結な (有向)ザイフェルト曲面を使用する。

定理 2.2. 任意の (有向)絡み目Lに対し、その (有向)ザイフェルト曲面F が存在
する。

証明. 絡み目L = K1 ∪ · · · ∪Kµは正則の位置にあるとしてよい。Lの各成分に向
きを指定し (Lが有向のときはその向きを使う)、正則表示 L̃の各交差点の近くで
下図に示す操作を行う。

この結果、平面上には、向きを指定された互いに共有点を持たない有限個の多
辺形 J1, · · · , Js(ザイフェルト円周という) が得られる。これらの多辺形に対し、互
いに共有点を持たない円板D1 ∪ · · · ∪ Dsを張る。
次に各交差点の近くで、これらの円板をもとの交差に従って、半捻りの帯 (曲線
に幅を付けたもの)で下図のように繋ぎ合わせる。この結果、L̃を境界とするコン
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パクトな曲面F が得られる。繋ぎ方から、F はD1 ∪ · · · ∪Dsの向きから誘導され
る向きを持ち、そのF の向きから誘導される ∂F = L̃ の向きは L̃に指定した向き
と一致する。

�

� �

�

以上で示した構成法をザイフェルトのアルゴリズムと呼ぶことがある。
なお、L̃のザイフェルト曲面ではなく、元の Lのザイフェルト曲面はこの F か
ら容易に作ることができる。

定義 2.3. K1 ∪ K2は 2成分の有向絡み目とする。F を有向結び目K2の有向ザイ
フェルト曲面とし、K1はF を有限個の点で突き抜けるとする。各交点x ∈ K1 ∩F

において、下図 (色つき部分=表)の規則によって+と−の符号を対応させる。
ここで、+の個数を α、−の個数を βとするとき、α− βをK1とF の交点数と
いい、int(K1, F )と書く。

���

���

� ���

���

�

命題 2.4. lk(K1, K2) = int(K1, F )

証明. K1 ∪ K2の正則表示 K̃1 ∪ K̃2を考え、S = { K̃1の方が K̃2より下の交差点
}とする。まず、K1をそのまま引き上げようとしてみると、Sの点のまわりでK1

がK2にひっかかり、持ち上がらない。ここで、その変形したK1をK ′
1とする。F

は q ∈ Sのまわりでは水平になっていると仮定してよいので、K ′
1とF の交点は次

の 2種類に分かれる。
(1) Sの各点に対応してK ′

1と F の交点が下図 (イ)(色つき部分=表)のように
生じる。qの符号の正負に応じて対応する交点の正負が定まる。

(2) K ′
1の垂れ下がった部分と上の (1)以外のF との交点が、より高いところで

対になってできる可能性がある (下図 (ロ))。
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(ロ)

(2)の部分は交点数に寄与しないので、等式∑
q∈S

ε(q) = int(K ′
1, F )

を得る。命題 1.13により、左辺は lk(K1, K2)に等しい。
一般に、K1 ∩F とK ′

1 ∩F は異なるが、K ′
1のK1への変形をうまく取り直すと、

交点は正負の対で現れたり、消滅することがわかるので、int(K1, F ) = int(K ′
1, F )

となり、証明が完成する。

注意. この結果はK2が複数成分をもつ絡み目の場合にも同様に成り立つ。
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3 帯とその絡み数
この節では、帯について定義をし、性質についてみていく。また、帯の絡み数
とその帯のふち同士または、中心線とふちの絡み数についてどのような関係があ
るのかをみていく。

定義 3.1. 中心線が結び目である帯のうち、表と裏の 2つの面をもつものをリボン
といい、そうでないものをメビウスの帯という。

中心線は正則の位置にあるとしてよいし、帯はいくつかのねじれの部分を除い
てほぼ水平になっているといってよい。また、リボンにはねじれが偶数個あり、メ
ビウスの帯にはねじれが奇数個ある。

定義 3.2. 帯Xにおいて、ねじれの部分に図 1の規則によって、+1
2
と−1

2
を対応

させる。

���
� �

�

� 　　図 1

帯Xに、+1
2
のねじれがα個、−1

2
のねじれが β個あるとき、この合計、つまり、

n(X) =
1

2
(α − β)

を帯Xのねじれ数という。
また帯Xにおいて、交差の部分に図 2の規則によって、+1と−1を対応させる。

��� �
�

　　図 2

帯Xに、+1の交差が x個、−1の交差が y個あるとき、この合計、つまり、

w(X) = x − y

を帯Xのライズ (writhe)という。

ねじれ数 n(X)は、リボンの場合は整数、メビウスの帯の場合は分数になるこ
とに注意する。また、帯のねじれ数やライズは帯の向きの付け方によらないで決
まる。
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定義 3.3. 帯Xにおいて、ねじれ数 n(X)とライズw(X)の和、

α(X) = n(X) + w(X)

を帯Xの絡み数という。

次に、リボンの絡み数とリボンのふち同士の絡み数についてどのような関係が
あるかみていく。
次の定理は [2]に証明なしに述べられている。

定理 3.4. リボンXにおいて、リボンX自身と同じ向きのふちをK1、K2とおく。
このリボンXの向きとは中心線の向きのことをいう。このとき、リボンの絡み数
α(X)とふち同士の絡み数 lk(K1, K2)について、

α(X) = lk(K1, K2)

が成り立つ。

証明. リボンXのねじれの部分と交差の部分のそれぞれについてみていく。以下
の図では、ふちを区別するためにK1の方を太くして示す。
まず、Xのねじれの部分に注目する。ねじれ+1

2
の部分のK1とK2の絡み数は、

+ 1
2
である (図 3)。同様に、ねじれ−1

2
の部分のK1とK2の絡み数は、− 1

2
であ

る (図 4)。よって、X のねじれの部分でのふち同士の交差点における絡み数の和
は、Xのねじれ数と同じ値になることがわかる。

�

　図 3

�

　図 4

次に、X の交差の部分に注目する。+1の交差の部分のK1とK2の絡み数の和
は、 1

2
{(+1) + (+1)} = +1 である (図 5)。同様に、−1の交差の部分のK1とK2

の絡み数の和は、 1
2
{(−1) + (−1)} = −1 である (図 6)。よって、Xの交差の部分

でのふち同士の絡み数の和は、Xのライズと同じ値になることがわかる。

�

�

　図 5

�

�

　図 6

以上より、
n(X) + w(X) = lk(K1, K2)

が得られる。
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注意. Xの中心線をCと書くとすると、

lk(K1, K2) = lk(C,K1) = lk(C,K2)

が成り立っている。

また、メビウスの帯の絡み数とメビウスの帯の中心線とふちの絡み数について
は以下のような関係式が成り立つ。

定理 3.5. メビウスの帯Xにおいて、メビウスの帯X自身と同じ向きの中心線を
C、ふちをKとおく。このとき、メビウスの帯の絡み数 α(X)とCとKの絡み数
lk(C,K)について、

α(X) =
1

2
lk(C,K)

が成り立つ。

証明. メビウスの帯Xのねじれの部分と交差の部分のそれぞれについてみていく。
まず、Xのねじれの部分に注目する。ねじれ+1

2
の部分のCとKの絡み数の和

は、 1
2
{(+1) + (+1)} = +1 である (図 7)。同様に、ねじれ−1

2
の部分のCとKの

絡み数の和は、 1
2
{(−1) + (−1)} = −1 である (図 8)。よって、Xのねじれの部分

でのCとKの交差点における絡み数の和は、ねじれ数の 2倍の値になることがわ
かる。

� �

　図 7
� �

　図 8

次に、Xの交差の部分に注目する。+1の交差の部分のCとKの絡み数の和は、
1
2
{(+1) + (+1) + (+1) + (+1)} = +2 である (図 9)。同様に、−1の交差の部分の

C とK の絡み数の和は、 1
2
{(−1) + (−1) + (−1) + (−1)} = −2 である (図 10)。

よって、Xの交差の部分でのCとKの絡み数の和は、Xのライズの 2倍の値にな
ることがわかる。

���
���

　図 9

���
���

　図 10

以上より、

n(X) + w(X) =
1

2
lk(C,K)

が得られる。
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4 メビウスの帯の切断
メビウスの帯を中心線で半分に切って得られる帯はリボンである。この節では、
そのリボンの絡み数と元のメビウスの帯の絡み数との関係をみていく。
また、そのリボンの中心線は元のメビウスの帯の境界のつくる結び目であり、そ
の結び目とメビウスの帯の中心線との関係についてもみていく。

定理 4.1. メビウスの帯Xを中心線で半分に切って得られるリボンを Y とする。
このそれぞれの帯の絡み数 α(X), α(Y )について、

α(Y ) = 4α(X)

が成り立つ。

証明. メビウスの帯Xの交差の部分とねじれの部分のそれぞれについてみていく。
帯Xの交差の部分を半分に切ると、図 1のようになる。

=⇒

　　図 1

よって、この部分においてはねじれはあらわれず、ライズの部分和はw(X)の 4

倍になることがわかる。
次に、帯Xのねじれの部分を半分に切ると、図 2のようになる。

=⇒
　　図 2

よって、この部分においてのねじれ数は n(X)の 2倍になる。また交差があらわ
れ、ライズの部分和は n(X)の 2倍になることがわかる。
以上より、

n(Y ) = 2n(X) (1)

w(Y ) = 4w(X) + 2n(X) (2)

となる。したがって、(1)+(2)より、

n(Y ) + w(Y ) = 4(n(X) + w(X))

となり、α(Y ) = 4α(X)が得られる。
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メビウスの帯Xを中心線Cに沿って切り開いてできるリボンの中心線はXの境界
Kと同じである。以下で、CとKの関係について考察する。次の定理はH.Schubert

の定理の特別な場合である。

定理 4.2. Xを空間中のメビウスの帯とする。Xの中心線をCとし、Xの境界を
Kとする。このとき、仮にKが平凡ならばCも平凡である。

証明. 以下の証明は [1]の p.21の議論を元にしている。C の管状の閉近傍 V ≈
C ×D2で、X を含むものをとる。また C に向きをつけ、K にもそれと平行な向
きをつけておく。K が平凡であると仮定したので、K を境界とする円板 S をと
る。この S は ∂V に関して一般の位置にあるものとする。つまり、S ∩ ∂V が互
いに交わらない単純閉曲線の集合で構成されるとする。
その中に、∂V 上の 0 にホモローグな γ 、すなわち [γ] = 0 ∈ H1(∂V )をみたす

γがあったとする。γは、∂V 上の円板 σの境界である。必要なら γ をとりかえる
ことにより、σ は、σ ∩ S = γ の性質を持つ、つまり他の単純閉曲線を含まないと
仮定できる。γ に沿って S を切断し、得られた曲線に σ と平行な二つの円板 σ1

、σ2 を接着せよ。得られる曲面は、円板と球面の 2つの連結成分を持つので、K

を含む方の成分を新しく Sとおき直して、曲線の数を減らすことができる。した
がって、S ∩ ∂V の各々の曲線 γ1, . . . , γr は、トーラス ∂V において 0 にホモロー
グではないと仮定してもよい。このとき、これらは平行である。これらの曲線は、
γ1, γ2, . . . , γr の順で ∂V において並ぶとする。また γ1, γ2, . . . , γrには

∂(S ∩ ∂V ) = K ∪ (−γ1) ∪ · · · ∪ (−γr)

となる向きを与えるとする。つまり

[γ1] + [γ2] + · · · + [γr] = [K] ∈ H1(V ; Z) ∼= Z

が成り立つように向きをつける。このとき、γ1, γ2, . . . , γr は V ですべて同じ向き
をもつ。すなわち

[γ1] = [γ2] = · · · = [γr] ∈ H1(V ; Z)

が成り立つと仮定してよい。仮に、∂V において、γi ∼ −γi+1であるならば、Sを
γi と γi+1 に沿って切断し、γi と γi+1 を境界とする ∂V 上のアニュラスの 2枚の
平行なコピーを貼り付ける。その結果得られる曲面 S ′ は連結かどうかはわからな
いが、オイラー標数は変わらない。
まず、S ′が連結でない場合を考える。このときはS ′は穴あきトーラスと球面の 2

成分をもち、γi は R3 − V の円板の境界となり、γi は平凡な結び目である。∂V の
単純閉曲線で R3 − V の曲面の境界となり、0にホモローグでないものは、∂V の
緯線しかないので、γi はC と同じ結び目型となり、Cが平凡であることがわかる。
次に S ′が連結な場合を考える。このとき S ′はK を境界とする円板であるが、

S ′ ∩ ∂V = S ∩ ∂V − {γi, γi+1} となっている。以上より S ∩ ∂V = {γ1, γ2, . . . , γr}
の γiたちは、すべて同じ向きを持つとしてよいことがわかった。
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S ∩ R3 − V がちょうど r 個の成分を持つことを証明する。
もし S ∩ R3 − V の成分 Ŝ で境界の成分の個数が r̂ > 1 なものがあったとす
るならば、 i > k > j である kに対して γk ∩ Ŝ = φ が成り立つような 2 曲線
γi, γj ⊂ ∂V が存在することになる。γi, γjによって境界を張られる ∂V 上のアニュ
ラスにおける単純な弧 α で γi, γj を接続し、Ŝ における単純な弧 λ で境界点を結
べ。S3 − V における α ∪ λ と平行な曲線 u は、１つの点において Ŝ と交差する
ので、 int(u, Ŝ) = ±1が成り立つ。また、u は V と接触しないので lk(u, γi)の値
は iによらない定数 k ∈ Zである。したがって、

±1 = int(u, Ŝ) = lk(u, ∂Ŝ) = k · r̂

を得ることができ、ゆえに r̂ = 1 でなければならず、r̂ > 1 という仮定に矛盾す
る。これは γi たちが C の緯線であること、および各 γi が平凡であることを意味
する。よって、Cは平凡である。
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5 交差交換を許す変形
この節では、結び目、絡み目、帯においての交差交換を許すことによってある
決まった形に変形可能であることを示す。
この節は、[4]の p.20～p.22を元にしている。

定理 5.1. Kを正則の位置にある結び目とし、K̃の交差点の個数を c = c(K̃) > 0

とする。全交差点D(K̃)の中から適当に u個の点 q1, · · · , qu、0 5 u 5 c、を選び、
q1, · · · , quにおいて K̃ を交差交換することにより、K̃ は平凡型の結び目の正則表
示となるようにできる。

証明. 正則表示 K̃に 1つの向きを定め、1点 xを交差点以外から選ぶ。まず、xか
ら指定した向きに従って K̃を一周する。その際には、通過したところに色を付け
ながら進むこととし、交差点では次の規則に従うものとする：

(i)交差点で上交差点を通るときは、そのまま進む。
(ii)交差点で下交差点を通るときは、その上交差点を含む辺が既に色付きならば
そのまま進み、まだ色が付いていないならばそこで交差交換して進む。
このようにして出発点 xに戻る。
こうして得られた新しい正則表示は明らかに平凡型である。

また、絡み目についても結び目と同様に以下のことがいえる。

定理 5.2. L = K1 ∪ · · · ∪ Kµ を正則の位置にある絡み目とし、L̃の交差点の個
数を c = c(L̃) > 0とする。全交差点 D(L̃)の中から適当に u個の点 q1, · · · , qu、
0 5 u 5 c、を選び、q1, · · · , quにおいて L̃を交差交換することにより、L̃は平凡
型の絡み目の正則表示となるようにできる。

証明. 正則表示 L̃ = K̃1 ∪ · · · ∪ K̃µの各成分 K̃iに 1つの向きを定め、1点 xiを交
差点以外から選ぶ。まず、x1から定理 5.1の証明の (i)、(ii)で定めた規則によって
K1を 1周する。以下、順次 x2, · · · , xµから出発して、K̃2, · · · , K̃µを 1周し、交差
点の上下を定めていく。
交差の上下の定め方から、K̃iと K̃jについて、i < jならばすべての交差点にお
いて K̃iは K̃jより上にあり、この新しい正則表示が平凡型の絡み目のものである
ことがわかる。

定義 5.3. 絡み目の正則表示 L̃に対し、定理 5.2で存在が示された整数 uの最小値
を u(L̃)で表す。
絡み目型 [L]の正則の位置にある代表元 Lのすべてに関して、u(L̃)の最小値を

u[L̃]で表し、[L]の結び目解消数 (unknotting number)という。

結び目、絡み目においては、交差交換をすることにより平凡型の正則表示とな
るように変形できることがわかった。それに対して、リボンとメビウスの帯にお
いて交差交換を許すとき、以下のことがいえる。
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定理 5.4. リボンにおいて、図 1のような交差交換を許すとする。

⇐⇒

　　図 1

このとき、どんなリボンも図 2のA、Bのいずれかに変形可能である。

� �

　　図 2

証明. まず、ねじれは気にせず中心線を平凡型に変形し、その後ねじれを消して
いく。
定理 5.1より、交差交換を許すときにはどんな結び目も平凡型に変形できること
がわかっている。よって、中心線は平凡型にできる。この変形をする際、1つの交
差の部分をほどくとねじれが 2個あらわれることがわかっている (図 3)。これは、
交差 1個の部分の絡み数の部分和とねじれ 2個の部分の絡み数の部分和は等しい
からである。よって、ねじれの個数は元の個数より偶数個変化するので、全体の
ねじれの個数は、偶数個+偶数個=偶数個である。

���

=⇒
���
�

���
� �

�

=⇒
�

�

� �

�

� 　　図 3

次にねじれに注目する。
a. リボンのねじれを一ヵ所に集める。そして、ねじれがキャンセルできる部分
はキャンセルし、ねじれの数を減らす (図 4)。
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�
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� �
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�

　　図 4

b. aの結果、+1
2
又は−1

2
だけの偶数個のねじれが残る。この残ったねじれを 2

個ずつのペアにして交差の形にしていき、交差に統一する (図 3の逆)。
c. リボンの交差の数に注目する。交差の数が偶数個ならばAの形に、奇数個な
らばBの形になる (図 5)。
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−→ −→
�

−→ −→
� 　　図 5

また、図 5より、ねじれが 4個あるときには Aの形に変形できることがわかっ
たので、ねじれが 4k個 (k = 0, 1, 2, · · · )あればAの形に、ねじれが 4k + 2個あれ
ばBの形になることがわかる。
以上より、どんなリボンも図 2のA、Bのいずれかに変形可能である。

次に、メビウスの帯についてみていく。

定理 5.5. メビウスの帯において、図 1のような交差交換を許すとする。このとき、
どんなメビウスの帯も図 6のC、Dのいずれかに変形可能である。

� �

　　図 6

証明. メビウスの帯の場合もリボンのときと同様にして証明できる。
まず、中心線を平凡型にする。このとき、リボンのときと同様にねじれの個数
が元の個数より偶数個変化するので、全体のねじれの個数は、奇数個+偶数個=奇
数個である。
次に、ねじれを一ヶ所に集め、ねじれがキャンセルできる部分はキャンセルす
る。すると、+1

2
又は−1

2
だけの奇数個のねじれが残るので、リボンのときと同様

にしてねじれを 2個ずつのペアにして交差の形にしていき、交差に統一する。
その結果ねじれが 1個残るため、交差の数が偶数個ならば図 2のAにねじれが

1個加わったCの形に、奇数個ならば図 2のBにねじれが 1個加わったDの形に
なる。
また、ねじれが 5個あるときにはCの形に変形できることがわかったので、ね
じれが 4k + 1個 (k = 0, 1, 2, · · · )あればCの形に、ねじれが 4k + 3個あればDの
形になることがわかる。
以上より、どんなメビウスの帯も図 6のC、Dのいずれかに変形可能である。

定理 5.4、定理 5.5より、交差交換を許すとき、どんなリボンも図2のAまたはB

に、またどんなメビウスの帯も図 6のCまたはDに変形可能であることがわかっ
た。ここで、AとB、CとDは互いに変形不可能であることを証明しておく。
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定理 5.6. 帯において、図 1のような交差交換を許すとする。このとき、図 2のA

とB、図 6のCとDは互いに変形不可能である。

証明. 交差交換をすることによって絡み数は±2だけ変わることがわかっている。
ここで Aと Bについてみると、Aの絡み数は 0、Bの絡み数は+1である。した
がって、Bでいくら交差交換をしても絡み数は 0にはならない。よって、AとB

は互いに変形不可能である。
また同様に、Cの絡み数は+1

2
、Dの絡み数は+3

2
である。したがって、Dでい

くら交差交換をしても絡み数は+1
2
にはならない。よって、CとDは互いに変形

不可能である。

定義 5.7. 交差交換を許すとき、定理 5.4の図 5のようななめらかな変形を正則ホ
モトピー (regular homotopy)という。
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6 コンウェイ多項式
この節では [4]の p.71～p.81に従って、コンウェイ多項式の定義といくつかの具
体例の計算を行う。

定理 6.1. 有向絡み目Lに対して、次の３つの公理を用いて、多項式　∇L(z) ∈ Z[z]

を定義することができる：
公理（C0）:有向絡み目 Lと L′が有向同型ならば、

∇L(z) = ∇L′(z).

公理（C1）:平凡な有向結び目Oについて、

∇O(z) = 1.

公理（C2）:3つの有向絡み目K, L, M が正則の位置にあって、これらの正則表
示 K̃, L̃, M̃ はある 1点の近傍がそれぞれ下図に示す状態になっていて、さらにこ
れらの近傍の外部では完全に一致しているとする。

�� �� ��

このとき次の等式が成り立つ：

∇K(z) −∇L(z) = z∇M(z).

ここで、Z[z]は zを変数とする整係数多項式環である。

公理（C0）は、∇L(z)が有向絡み目型の不変量であることを意味する。∇L(z)を
有向絡み目 Lおよびその有向絡み目型 [L]のコンウェイ多項式と呼ぶ。

K̃や L̃を M̃ に変更することを平滑化するという。
初期条件となる公理（C1）と、漸化式となる公理（C2）から、コンウェイ多項
式∇L(z)がどのようにして計算されるかを例に挙げて解説する。

例. µ成分 (µ = 2)の平凡型の有向絡み目Oµについては、

∇Oµ(z) = 0.

�� �� ��
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実際、µ = 2の場合は、上図に公理（C2）を適用すると、

∇K(z) −∇L(z) = z∇M(z).

ここでKと Lは共に平凡型の結び目だから、公理（C0）と（C1）より、

∇K(z) = ∇L(z) = 1.

∴ z∇M(z) = 0 ∴ ∇M(z) = 0.

µ = 3の場合は、図のK,L,M のそれぞれに µ− 2成分の平凡な絡み目を加える
ことによって、同じように証明される。

今の証明と同じ方法によって、一般に次の命題が示される。

命題 6.2. 有向絡み目M が分離可能ならば、∇M(z) = 0

証明. 仮定から、[M ]の正則の位置にある代表元M で、その表示が下図の右端に
示す状態となるものが存在する。このM を基にして、図の左側 2つの有向絡み目
の正則表示 K̃, L̃を構成する。K̃と L̃は明らかに有向同型な絡み目の表示だから、
公理 (C0)により、

∇K(z) = ∇L(z).

よって公理 (C2)より、

0 = ∇K(z) −∇L(z) = z∇M(z).

∴ ∇M(z) = 0

�� �� ��

例. Hopf絡み目 (1)のコンウェイ多項式
下図では、Lは 2成分の平凡な絡み目、M は平凡な結び目だから、

∇L(z) = 0, ∇M(z) = 1

これらを (C2) ∇K(z) − ∇L(z) = z∇M(z).に代入すると、下図のように向きを
指定したHopf絡み目Kについて、

∇K(z) = z

が求められる。
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Hopf絡み目 (2)のコンウェイ多項式
下図では、Kは 2成分の平凡な絡み目、M は平凡な結び目だから、

∇K(z) = 0, ∇M(z) = 1

これらを (C2)に代入して、下図のように向きを指定した Hopf絡み目 Lのコン
ウェイ多項式を得る：

∇L(z) = −z.
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例. 三葉結び目 (1)

下図で、Lは平凡な結び目、M は (1)のHopf絡み目だから、

∇L(z) = 1, ∇M(z) = z.

これらを (C2)に代入して、

∇K(z) = 1 + z2.
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三葉結び目 (2)

下図では、Kは平凡な結び目、M は (2)のHopf絡み目だから、

∇K(z) = 1, ∇M(z) = −z.

これらを (C2)に代入して、

∇L(z) = 1 + z2.
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上で調べた右手系三葉結び目も、その鏡像である左手系三葉結び目も可逆的な
ので、上の 2つの場合を調べれば十分で、これらのコンウェイ多項式を公理 (C1)

と比較することによって、(向きを指定しない)三葉結び目が非平凡であることが、
結論された。
ただし、コンウェイ多項式では、右手系三葉結び目と左手系三葉結び目の区別
はつけられない。

以上の例をもとにして、コンウェイ多項式の一般的な計算方法について考察す
る。Lをµ成分の有向絡み目とし、L̃をその正則表示とする。交差点の数 c(L̃)が 0

ならば、Lは平凡で、定理 6.1より公理 (C1)から∇L(z) = 0と計算できた。よって、
c(L̃) = c > 0とする。定理 5.2より、交差点の集合 {q1, . . . , qu} ⊂ D(L̃)、0 5 u 5 c

, が存在して、これらの点において L̃の交差交換をすると、L̃は平凡な µ成分の有
向絡み目 [Oµ]の正則表示となる。各交差点 qiに対し、定義 1.10に示す規則によっ
て符号 εi = ε(qi) = ±1を対応させる。そこで、最初の表示 L̃に対し、q1, . . . , quの
順に交差交換を実行することによって、以下の「平凡化図式」を得る：
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ここで、L̃(i)は表示 L̃(i−1)を交差点 qiにおいて交差交換して得られる正則表示を
表し、M̃ (i)は表示 L̃(i−1)を交差点 qiにおいて平滑化して得られる正則表示を表す
ものとする。{q1, . . . , qu}の選び方から、L̃(u)は µ成分の平凡な絡み目であり、コ
ンウェイ多項式∇L(u)(z)は決定している。一方、M̃ (i)の交差点は L̃(i−1)より qiの
点が少ないから

c(M̃ (i)) = c(L̃(i−1)) − 1 = c(L̃) − 1 < c

である。従って交差点の数に関する帰納法の適用が可能となり、コンウェイ多項式
∇M(i)(z) (i = 1, . . . , u)がすべて決定される。上の方法を丁寧に観察すると、次
の定理となる。

定理 6.3. µ成分の有向絡み目Lに対して、非負整数 nと整数 a0, a2, a4, . . . , a2nが
存在して, ∇L(z)は次のようになる：

∇L(z) = zµ−1(a0 + a2z
2 + a4z

4 + · · · + a2nz
2n)

証明. L̃を Lの正則表示とし、c(L̃)に関する帰納法によって証明する。また、定
理の上の考察で用いた記号などを、そのまま使用する。c(L̃) 5 1のとき、交点数
1以下のときは、明らかに Lは平凡であるから、

µ = 1 のとき ∇L(z) = 1 (n = 0, a0 = 1),

µ = 2 のとき ∇L(z) = 0 (n = 0, a0 = 0)

となって、定理が成り立っている。さて、c(L̃) = 2とし、c(L̃)より少ない交差点
の正則表示をもつ絡み目については、定理が正しいと仮定する。平凡化図式の一
部を取り出すと
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εi = +1 のとき ∇L(i−1)(z) −∇L(i)(z) = z∇M(i)(z),

εi = −1 のとき ∇L(i−1)(z) −∇L(i)(z) = −z∇M(i)(z)

だから、この２つの式は、まとめて次のように書ける：

∇L(i−1)(z) −∇L(i)(z) = εiz∇M(i)(z)

∴
u∑

i=1

(∇L(i−1)(z) −∇L(i)(z)) =
u∑

i=1

εiz∇M(i)(z).

∴ ∇L(0)(z) −∇L(u)(z) =
u∑

i=1

εiz∇M(i)(z).

∴ ∇L(z) = ∇L(0)(z) =
u∑

i=1

εiz∇M(i)(z) + ∇L(u)(z) (a)
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ここで L(u)は µ成分の平凡な絡み目であるから、

∇L(u)(z) = 1 (µ = 1) または 0 (µ = 2) (b)

に注意する。また、

µ(L(i)) = µ だから、 µ(M (i)) = µ ± 1

である。さらに、
c(M̃ (i)) < c(L̃(i−1)) = c(L̃)

であるから、帰納法の仮定によって、次が成り立つ：i = 1, . . . , u について、非負
整数 n(i)と整数 ai0, ai2, ai4, . . . , ai2n(i)が存在して、

∇M(i)(z) = zµ−2(ai0 + ai2z
2 + ai4z

4 + · · · + ai2n(i)z
2n(i)) (c)

ただし、µ = 1 のときは µ(M (i)) = 2 なので

∇M(i)(z) = z(ai0 + ai2z
2 + ai4z

4 + · · · + ai2n(i)z
2n(i)) (c′)

(b)と (c) (c′)を (a)に代入して整理すると、定理の形となる。

次に、コンウェイ多項式の係数を調べてみよう。
有向絡み目Lのコンウェイ多項式の定数項をa0(L)、zの１次の項の係数をa1(L)、
２次の項の係数を a2(L), · · · とする。即ち、定理 6.3の式の右辺を展開して、

∇L(z) = a0(L) + a1(L)z + a2(L)z2 + · · ·

とする。コンウェイ多項式は有向絡み目型 [L]の不変量であるから、当然この多項
式の係数 ai(L)(i = 0, 1, 2, · · · )も不変量である。

K, L, M を定理 6.1の公理 (C2)の仮定を満たす有向絡み目とすると、(C2)の関
係式は係数に関して、

(C2)
′ ai(K) − ai(L) = ai−1(M) (i = 0, 1, 2, · · · )

と言い換えることができる。ただし、a−1 = 0とする。

定理 6.4. 有向絡み目 Lについて、次が成り立つ：

(1) a0(L) =

{
1 (µ(L) = 1のとき),

0 (µ(L) 6= 1のとき),

(2) a1(L) =

{
lk(K1, K2) (µ(L) = 2のとき),

0 (µ(L) 6= 2のとき).
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証明. (1) K, L, M を定理 6.1の公理 (C2)の仮定を満たす有向絡み目とすると、
上の (C2)

′から次が成り立つ：

a0(K) − a0(L) = 0, ∴ a0(K) = a0(L).

この事実は、コンウェイ多項式の定数項は、正則表示の交差交換によって変換
しないことを意味する。
さて、定理 5.2によって、Lの正則表示 L̃は交差交換だけで µ(L)成分の平凡な
絡み目とすることができるので、(C1)と命題 6.2から (1)が結論される。

(2) Lの成分数 µ(L)によって、3つの場合に分けて考える。
(イ) µ(L) = 2の場合：L = K1 ∪K2とし、Lは正則の位置にあるものとする。

S0 = {q1, · · · , qu} ⊂ M(K̃1, K̃2) を K̃1が K̃2の下になる交差点の集合とし、定義
1.10の規則によって点 qiに符号 εi = ε(qi) を定める。命題 1.13より、

lk(K1, K2) = ε1 + · · · + εu

である。一方、この S0の点に関して、平凡化図式を作ると、

µ(L(i)) = µ(L) = 2, µ(M (i)) = 1 (i = 1, · · · , u)

が成り立ち、この定理の (1)と (C2)
′より、

a1(L
(i−1)) − a1(L

(i)) = εia0(M
(i))

= εi

u∑
i−1

{a1(L
(i−1)) − a1(L

(1))} = a1(L
(0)) − a1(L

(u))

= a1(L) − a1(L
(u))

= ε1 + · · · + εu

ところで、S0のとり方から、L(u)は分離可能な絡み目だから、命題 6.2によっ
て、∇L(u)(z) = 0、つまり、

a1(L
(u)) = 0

である。以上より、
a1(L) = lk(K1, K2)

を得る。
(ロ) µ(L) = 1の場合:結び目Lは正則の位置にあるとし、q1, · · · , quを定理 5.2

を満たす交差点とする。これらの点に関して、平凡化図式を作れば、

µ(L(i)) = µ(L) = 1, µ(M (i)) = 2 (i = 1, · · · , u)
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が成り立ち、この定理の (1)と (C2)
′より、

a1(L
(i−1)) − a1(L

(i)) = εia0(M
(i)) = 0

∴ a1(L) = a1(L
(0)) = a1(L

(1)) = · · · = a1(L
(u)) (A)

一方、仮定からL(u)は平凡な結び目だから、∇L(u)(z) = 1、つまり a1(L
(u)) = 0

である。これを (A)に代入して、a1(L) = 0を得る。
(ハ) µ(L) = 3の場合：Lは正則の位置にあるとし、q1, · · · , quを定理 5.2の条
件を満たす交差点とする。これらの点に関して、平凡化図式を作れば、

µ(L(i)) = µ(L) = 3, µ(M (i)) = 2 (i = 1, · · · , u)

が成り立つ。従って、この定理の (1)より、a0(M
(i)) = 0である。また、仮定と定

理 6.3より、a1(L
(u)) = 0である。よって (ロ)と同様にして、a1(L) = 0を得る。
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7 コンウェイ多項式の性質と計算例
この節では、前節に続き、[4]の第 6、7章に従ってコンウェイ多項式の性質を述
べ、トーラス結び目、トーラス絡み目における計算例を示す。

Lの正則表示 L̃の全ての交差点において交差交換して得られる絡み目をL∗とか
き、Lの鏡像という。

定理 7.1. (1) 有向絡み目 Lについて、

∇L(z) = ∇−L(z).

従って、コンウェイ多項式は、結び目に関しては、向きに依存しない不変量で
ある。

(2) µ成分の有向絡み目 Lについて、

∇L∗(z) = ∇L(−z)

= (−1)µ−1∇L(z).

証明. (1) Lの正則表示 L̃の、交差点 q1, · · · , quに関する平凡化図式と、L̃の向き
を逆にして得られる−Lの正則表示−L̃の、同じ交差点 q1, · · · , quに関する平凡化
図式を比べると、図式中の絡み目の向きが逆になるだけで交差点の符号は一致し、
分解樹としては同じものである。分解樹の根元の平凡な絡み目は可逆的だから、こ
れらの分解樹を用いて計算したコンウェイ多項式は一致する。
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(2)正則表示 L̃∗の、対応する同じ交差点 q1, · · · , quに関する平凡化図式を比べる
と、図式中の絡み目が鏡像となり、交差点の符号が逆になる。分解樹としては同
じ形になるから、これらの分解樹を用いてコンウェイ多項式を計算すると、(2)の
等式が得られる。
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例. (1)
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上図のKの交差点の数を qとし、Kの表す絡み目をK(q)とする。

q = 2n + 1のとき、K(q)は (2, q)型トーラス結び目、

q = 2nのとき、K(q)は (2, q)型トーラス絡み目

と呼ばれる。上図の LはK(q − 2)を表し、M はK(q − 1)を表す。よって、

∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

を得る。K(1)は平凡な結び目、K(2)はHopf絡み目 (1)だから、

∇K(1)(z) = 1, ∇K(2)(z) = z,

∇K(3)(z) = 1 + z2, ∇K(4)(Z) = z + z(1 + z2) = 2z + z3,

∇K(5)(z) = 1 + z2 + z(2z + z3) = 1 + 3z2 + z4,

· · · · · ·

が得られる。(B)に z = 1を代入すると、

∇K(q)(1) = ∇K(q−2)(1) + ∇K(q−1)(1)

となる。∇K(1)(1) = ∇K(2)(1) = 1であるから、∇K(n)(1)は、フィボナッチ数列 1,

1, 2, 3, 5, · · · となる。よって、これらはすべて同型でないことがわかる。
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(2) K(q)の交差の上下を逆にしたものをK(−q)と表すことにする。このとき、
定理 7.1(2)より、

∇K(−q)(z) = (−1)q−1∇K(q)(z)

であることがわかる。
(3)
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上図の上段 L̃の交差点の数を 2nとし、L̃の表す 2成分の有向絡み目を L(2n)

とする。これは (2, 2n)型トーラス絡み目の一方の成分の向きを逆にしたもので、
Lk(L(2n)) = −nである。
さて、上図のKは明らかにL(2n− 2)を表し、M は平凡な結び目である。とこ
ろで、L(2)はHopf絡み目 (2)だから、∇L(2)(z) = −zであり、上図で n = 2の場
合を考えれば、

∇L(4)(z) = ∇L(2)(z) − z∇M(z) = −z − z = −2z

帰納的に計算して、一般に、次を得る：

∇L(2n)(z) = ∇L(2n−2)(z) − z∇M(z) = −nz

我々は、中心線が結び目Cであるようなメビウスの帯Xを半分に切ってできる
リボンの中心線Kが平凡であるならば、C自身が平凡でなければならないことを
示した。

Cが平凡であるとき、Xは上の例の (1)、(2)のような境界をもつメビウスの帯
(以下、M(q)と書く)でありK = K(q)(qは奇数)となる。これが平凡であるのは、
q = ±1のときだけである。
以上をまとめて、次の定理を得る:

定理 7.2. メビウスの帯M を半分に切ってできるリボンの中心線が平凡であるの
は、M = M(±1)の 2つの場合のみである。
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A 平面曲線の回転数
この節では平面の閉曲線の回転数の定義を行い、正則ホモトピーによる分類に
ついて述べる。
この節は、[3]の p.102～p.111を元にしている。

定義 A.1. 向きのつけられたなめらかな閉曲線 aに対して、

θ(a) = (法線が曲線 aを aの向きに一周するときの角の変化量)

を曲線 aの回転角という。また、

ρ(a) =
1

2π
θ(a)

を曲線 aの回転数という。

平面上に直交座標 ((x,y)-座標)をとる。曲線 a上の点 P での法線が y軸に平行
になるときの点 P を危点という。一般には危点が線分上にあるような場合もある
が、曲線 aがなめらかな閉曲線であることにより、直交座標軸を少し回転すれば
危点は有限個のみにすることができる。そうすると、危点の近くの様子は極大点、
極小点、変曲点の 3種類しかない。このうちの極大点と極小点を本質的危点とい
う。一方変曲点は、危点の周りをちょっとだけなめらかに変形すれば回転数が変わ
らないように除去できるので非本質的である。
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　 •:危点　　　図 1

曲線 a上の 2点、Q、Rに対し、θ(Q,R)で点Qでの法線が aの向きにRでの法
線までうつったときの角の変化量を表すことにする。P が本質的危点であれば、P

のごく近くにかってに 2点Q、Rをとり、aの向きがQからRへ向かうとき、必
ず、θ(Q,R) > 0か、θ(Q,R) < 0かのいずれかが成立する。θ(Q,R) > 0のとき P

で凸といい、P での符号は 1とし、θ(Q,R) < 0のときP で凹といい、P での符号
は−1とする。
このとき、次のように性格づけることができる。
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定義 A.2. 危点 P の符号を εで表すと、

ε = 1(P で凸) ⇐⇒極大点かつ aが左向き、または、極小点かつ aが右向き

ε = −1(P で凹) ⇐⇒極大点かつ aが右向き、または、極小点かつ aが左向き

本質的危点およびその符号がわかると、次の定理により回転数が決定できる。

定理 A.3. aを向きのつけられた、なめらかな閉曲線とし、その本質的危点を aの
向きに順に番号をつけてP1, P2, · · · , Pmとする。各Piの符号を εiとすると、aの
回転角は θ(a)は、

θ(a) = (ε1 + · · · + εm)π

で与えられる。したがって aの回転数 ρ(a)は次の式で与えられる。

ρ(a) =
1

2
(ε1 + · · · + εm)

証明. a上の 3点 P , Q, Rに対して

θ(P,R) = θ(P,Q) + θ(Q,R)

が成立するのは明らかである。
したがって、aを一周するときの法線の角の変化 θ(a)は、

θ(a) = θ(P1, P2) + θ(P2, P3) + · · · + θ(Pm−1, Pm) + θ(Pm, P1)

によって与えられる。この各 θ(Pi, Pi+1)、(i = 1, · · · ,m、ただしm + 1 ≡ 1とす
る)が、

θ(Pi, Pi+1) =
(εi + εi+1)

2
π

で与えられることは図 2よりわかる。
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　　図 2
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よって、aの回転角 θ(a)、回転数 ρ(a)は次のように求まる。

θ(a) = θ(P1, P2) + θ(P2, P3) + · · · + θ(Pm−1, Pm) + θ(Pm, P1)

=
(ε1 + ε2)π

2
+

(ε2 + ε3)π

2
+ · · · + (εm−1 + εm)π

2
+

(εm + ε1)π

2

= (ε1 + ε2 + · · · + εm)π

ρ(a) =
1

2π
θ(a)

=
1

2
(ε1 + ε2 + · · · + εm)

定義 5.7で正則ホモトピーについて述べたが、図 3、図 4に示すような、自己交
差を許すなめらかな変形も正則ホモトピーという。
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　　図 3
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　　図 4

ただし、図 5のようにコブをつくったりしてはなめらかな変形とはいえない。

� �

　　図 5

閉曲線 aに対し、回転数 ρ(a)は整数になる。逆に、かってな整数 nが与えられ
ると、なめらかな閉曲線 anがみつかり、ρ(an) = nとなる。これは図 6より明ら
かである。
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　　図 6

この図 6に示された曲線 anを、 回転数が nの標準形と呼ぶ。
一般的には aの向きの順に本質的危点が例えば、凸凹凹凸凸凹 · · · と並んでい
て、互いに隣り合う凸と凹の危点は、他に凸あるいは凹の危点があるときには図
4のような変形をしたり、危点の高さがうまくいかないときには図 7のような変形
を組み合わせて、互いに打ち消すことができ、図 3のように危点の数を変えない
変形で交点の数を減らし、最後には anの形へ変形できる。
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� � 　　図 7

したがって、かってになめらかな閉曲線 aが与えられ、ρ(a) = nであれば aを
なめらかに変形して anに向きを保つように重ねることができることがわかる。
図 1を標準形に変形する例が図 8である。
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　　図 8

なお、この事実は [5]にも別の証明が与えられている。
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