
結び目と帯
幾何学ゼミ



1.絡み目と絡み数



空間 R3 内の多辺形を結び目という。



空間 R3 内の多辺形を結び目という。



絡み目:

L = K1 ∪K2 ∪ · · · ∪Kµ

Ki : Lの成分



p : R3 → R2 ; (x, y, z) 7→ (x, y)

pで L = K1 ∪ · · · ∪Kµ を射影

⇒p(L) = R2 上の µ個の閉折線



点 q ∈ p(L)について、p−1(q)∩Lの点の個数を、

点 q の次数という。



次の 2つの条件をを満たす絡み目 Lは、(pに

関して)正則の位置にあるという：



次の 2つの条件をを満たす絡み目 Lは、(pに

関して)正則の位置にあるという：

(1) p(L)の多重点は、高々有限個の 2重点のみ

である。



次の 2つの条件をを満たす絡み目 Lは、(pに

関して)正則の位置にあるという：

(1) p(L)の多重点は、高々有限個の 2重点のみ

である。

(2) 多辺形 L の頂点の像は、p(L) の 2 重点には

ならない。



L = K1 ∪ · · · ∪Kµ を正則の位置にある絡み目と

する。



L = K1 ∪ · · · ∪Kµ を正則の位置にある絡み目と

する。

(1)p による L の像 p(L) = L̂ を、L の正則射影

像という。

射影像 L̂ は、平面上の µ 個の閉折線で、高々有

限個の 2重点を持ち、その頂点は 2重点ではないよ

うな図形である。



L = K1 ∪ · · · ∪Kµ を正則の位置にある絡み目と

する。

(2)正則表示:



4移動の繰り返し⇒L ∼= L′(同型)
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平凡な絡み目 O
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結び目、絡み目の向き:

向きを指定したものを有向結び目、有向絡み目と

いう。



結び目、絡み目の向き:

向きを指定したものを有向結び目、有向絡み目と

いう。

向きもこめて同型のとき、有向同型という:L ≈ L′



同型⇒ライデマイスター移動による変形
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ライデマイスター移動 I
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ライデマイスター移動 II
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ライデマイスター移動 III



有向絡み目 L = K1 ∪K2 の絡み数: lk(K1,K2)

L̃ = K̃1 ∪ K̃2:正則射影

K̃1 と K̃2 の各交差点 q

⇒ε(q) = ±1を定める。
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lk(K1,K2) =
1
2

(∑
q

ε(q)

)
= lk(K2,K1)

を、K1 とK2 の絡み数という。



L = K1 ∪K2, L′ = K ′
1 ∪K ′

2 を 2成分の有向絡

み目とする。

L ≈ L′ =⇒ lk(K1,K2) = lk(K ′
1,K

′
2).



L = K1 ∪K2:有向絡み目

L̃ = K̃1 ∪ K̃2:正則射影

S = {K̃1 のほうが K̃2 の下になる交差点 }=
{q1, · · · , qu}とする。各 qi での交差の符号を εi と

おく。

このとき、次式が成り立つ：

lk(K1,K2) = ε1 + · · ·+ εu
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1
2
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6) = ε1 + ε2 + ε3 + ε4
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1
2
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6) = ε1 + ε2 + ε3 + ε4

ε1 + ε2 + ε3 + ε4 = ε5 + ε6
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K ′
1: ©を交差交換 → lk(K ′

1,K2) = 0

1
2
(−ε1 − ε2 − ε3 − ε4 + ε5 + ε6) = 0



2　ザイフェルト曲面



定義. F：空間 R3 内のコンパクトで向き付け可能

な境界付曲面、L：絡み目とする。

F が Lのザイフェルト曲面であるとは、



定義. F：空間 R3 内のコンパクトで向き付け可能

な境界付曲面、L：絡み目とする。

F が Lのザイフェルト曲面であるとは、

∂F = L

となるときをいう。



定義. F：空間 R3 内の、コンパクトで向き付けら

れた境界付曲面、L：有向絡み目とする。

F が Lの有向ザイフェルト曲面であるとは、



定義. F：空間 R3 内の、コンパクトで向き付けら

れた境界付曲面、L：有向絡み目とする。

F が Lの有向ザイフェルト曲面であるとは、

∂F = L

つまり、F の向きから誘導される ∂F の向きが L

の向きと一致するときをいう。



L に向きがついている場合、曲面の向き (表 = +

側、裏 = −側)の指定は、下図のように定める。
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定理 (Seifert). 任意の (有向)絡み目 Lに対し、そ

の (有向)ザイフェルト曲面 F が存在する。



定義. K1 ∪ K2：2 成分の有向絡み目
　 F：K2 の有向ザイフェルト曲面

=⇒ K1 と F の交点数
int(K1, F ) =(+ の交点の個数)−(− の交点の個数)
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命題. lk(K1,K2) = int(K1, F )



命題. lk(K1,K2) = int(K1, F )

証明. K̃1 ∪ K̃2：K1 ∪ K2 の正則表示を考え、S =

{ K̃1 の方が K̃2 より下の交差点 }とする。

復習 lk(K1,K2) =
∑

q∈S ε(q)

まず、K1をそのまま引き上げようとしてみると、S

の点のまわりでK1 がK2 にひっかかり、持ち上が

らない。ここで、その変形したK1 をK ′
1 とする。



(1)S の各点に対応して K ′
1 と F の交点が下図 (色

つき部分 =表)のように生じ、q の符号の正負に応

じて対応する交点の正負が定まる。
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(2)K ′
1 の垂れ下がった部分と (1) 以外の F との交

点が、より高いところで +と −の対になってでき
る可能性がある。
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以上より、
∑

q∈S ε(q) = int(K ′
1, F ) が得られる。

従って、lk(K1,K2) = int(K ′
1, F )となる。



以上より、
∑

q∈S ε(q) = int(K ′
1, F ) が得られる。

従って、lk(K1,K2) = int(K ′
1, F )となる。

一般に、K1∩F とK ′
1∩F は異なるが、K ′

1のK1への

変形をうまく取り直すと、int(K1, F ) = int(K ′
1, F )

となることがわかる。



以上より、
∑

q∈S ε(q) = int(K ′
1, F ) が得られる。

従って、lk(K1,K2) = int(K ′
1, F )となる。

一般に、K1∩F とK ′
1∩F は異なるが、K ′

1のK1への

変形をうまく取り直すと、int(K1, F ) = int(K ′
1, F )

となることがわかる。

よって、
lk(K1,K2) = int(K1, F )

が示される。



3　帯とその絡み数



定義. 中心線が結び目である帯のうち、表と裏の 2

つの面をもつものをリボンといい、そうでないもの

をメビウスの帯という。

ねじれ

リボン – 偶数個

メビウスの帯 – 奇数個



ねじれ数：n(X)
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ねじれ数：n(X)
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X:帯

α：+1
2 のねじれの個数

β：−1
2 のねじれの個数

=⇒ n(X) = 1
2 (α − β)



ライズ：w(X)
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ライズ：w(X)
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X：帯
x：+1 の交差の個数
y：−1 の交差の個数

=⇒ w(X) = x − y



絡み数：α(X)

X：帯

n(X)：ねじれ数

w(X)：ライズ

=⇒ α(X) = n(X) + w(X)



定理. X：リボン

K1,K2：X 自身と同じ向きのふち

=⇒ α(X) = lk(K1, K2)

注意. X の向きとは中心線の向きのことをいう。



証明. ねじれ + 1
2 の部分の K1 と K2 の絡み数は、

+ 1
2 である (左図)。同様に、ねじれ −1

2 の部分の

K1 とK2 の絡み数は、− 1
2 である (右図)。
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(X のねじれの部分でのふち同士の交差点における

絡み数の和)=(X のねじれ数)



+1 の交差の部分の K1 と K2 の絡み数の和は、 1
2
{(+1) +

(+1)} = +1 である (左図)。同様に、−1 の交差の部分の

K1 と K2 の絡み数の和は、 1
2
{(−1) + (−1)} = −1 である

(右図)。
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(X の交差の部分でのふち同士の絡み数の和)=(X のライズ)



以上より、

n(X) + w(X) = lk(K1,K2)

が得られる。



注意. X の中心線を C と書くとすると、

lk(K1,K2) = lk(C,K1) = lk(C,K2)

が成り立っている。



定理. X：メビウスの帯

C：X 自身と同じ向きの中心線

K：ふち

=⇒ 2α(X) = lk(C,K)



4 メビウスの帯の切断



定理. メビウスの帯 X を中心線で切って得られ

るリボンを Y とする。



定理. メビウスの帯 X を中心線で切って得られ

るリボンを Y とする。このそれぞれの帯の絡み数

α(X), α(Y )について、



定理. メビウスの帯 X を中心線で切って得られ

るリボンを Y とする。このそれぞれの帯の絡み数

α(X), α(Y )について、

α(Y ) = 4α(X)

が成り立つ。



証明.



証明. n(X):帯 X のねじれ数,

w(X):帯 X のライズ



証明. 帯 X の交差の部分を半分に切る



証明. 帯 X の交差の部分を半分に切る

=⇒



証明. 帯 X の交差の部分を半分に切る

=⇒

ねじれがあらわれない



証明. 帯 X の交差の部分を半分に切る

=⇒

ねじれがあらわれない

ライズの部分和は w(X)の 4倍



証明. 帯 X のねじれの部分を半分に切る



証明. 帯 X のねじれの部分を半分に切る

=⇒



証明. 帯 X のねじれの部分を半分に切る

=⇒

ねじれ数は n(X)の 2倍



証明. 帯 X のねじれの部分を半分に切る

=⇒

ねじれ数は n(X)の 2倍

ライズの部分和は n(X)の 2倍



よって



よって

n(Y ) = 2n(X) (1)

w(Y ) = 4w(X) + 2n(X) (2)



よって

n(Y ) = 2n(X) (1)

w(Y ) = 4w(X) + 2n(X) (2)

(1) + (2)より、



よって

n(Y ) = 2n(X) (1)

w(Y ) = 4w(X) + 2n(X) (2)

(1) + (2)より、

n(Y ) + w(Y ) = 4(n(X) + w(X))



よって

n(Y ) = 2n(X) (1)

w(Y ) = 4w(X) + 2n(X) (2)

(1) + (2)より、

n(Y ) + w(Y ) = 4(n(X) + w(X))

α(Y ) = 4α(X)が得られる。



メビウスの帯 X を中心線 C に沿って切り開いて

できるリボンの中心線はX の境界K と同じ。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　



メビウスの帯 X を中心線 C に沿って切り開いて

できるリボンの中心線はX の境界K と同じ。
以下で、C とK の関係について考察する。



メビウスの帯 X を中心線 C に沿って切り開いて

できるリボンの中心線はX の境界K と同じ。
以下で、C とK の関係について考察する。

次の定理は H.Schubert の定理の特別な場合で

ある。



定理. X を空間中のメビウスの帯とする。X の

中心線を C とし、X の境界をK とする。

このとき、仮にKが平凡ならばCも平凡で
ある。



参考文献 [1]の議論を元に、定理を証明した。



定理の証明の方針



定理の証明の方針

K :平凡
=⇒
=⇒
=⇒
=⇒



定理の証明の方針

K :平凡
=⇒ K を境界とする円板の構成

=⇒
=⇒
=⇒



定理の証明の方針

K :平凡
=⇒ K を境界とする円板の構成

=⇒ 円板の切り貼り

=⇒
=⇒



定理の証明の方針

K :平凡
=⇒ K を境界とする円板の構成

=⇒ 円板の切り貼り

=⇒ C を境界とする円板の構成

=⇒



定理の証明の方針

K :平凡
=⇒ K を境界とする円板の構成

=⇒ 円板の切り貼り

=⇒ C を境界とする円板の構成

=⇒ C :平凡



5.交差交換を許す変形



定理. K を正則の位置にある結び目とする。K̃ の

交差点のうちのいくつかの交差点において交差交換

することにより、K̃ は平凡な結び目となるように

できる。



証明. 正則表示 K̃ に 1 つの向きを定め、1 点 x を

交差点以外から選ぶ。まず、xから指定した向きに

従って K̃ を一周する。その際には、通過したとこ

ろに色を付けながら進むこととし、交差点では次の

規則に従うものとする：



(i) 交差点で上交差点を通るときは、そのまま

進む。
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(i) 交差点で上交差点を通るときは、そのまま

進む。
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(ii)交差点で下交差点を通るときは、その上交差

点を含む辺が既に色付きならばそのまま進む。
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(ii)交差点で下交差点を通るときは、その上交差

点を含む辺が既に色付きならばそのまま進む。
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上交差点を含む辺がまだ色が付いていないならばそ

こで交差交換して進む。
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上交差点を含む辺がまだ色が付いていないならばそ

こで交差交換して進む。
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そして、出発点 xに戻る。

�

�



� � �

こうして得られたものは明らかに平凡な結び目であ

る。



定理. L = K1 ∪ · · · ∪ Kµ を正則の位置にある絡み

目とする。L̃の交差点のうちのいくつかの交差点に

おいて交差交換することにより、L̃は平凡な絡み目

となるようにできる。



定理. リボンにおいて、下図のような交差交換を許

すとする。

⇐⇒



このとき、どんなリボンも下図の A、B のいずれ

かに変形可能である。
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証明. まず、ねじれを気にせず中心線を平凡な結び

目に変形し、その後ねじれを消していく。

前定理より、交差交換を許すときにはどんな結

び目も平凡な結び目にできることがわかっている。

よって、中心線は平凡な結び目にできる。



a. リボンのねじれを一ヵ所に集め、ねじれの数

を減らす。
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a. リボンのねじれを一ヵ所に集め、ねじれの数

を減らす。
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b.交差に統一する。
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=⇒
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b.交差に統一する。
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−→



−→

−→
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−→



−→

−→
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以上より、どんなリボンも A、B のいずれかに変

形可能である。



定理. メビウスの帯において、交差交換を許すとす

る。このとき、どんなメビウスの帯も下図の C、D

のいずれかに変形可能である。
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定理. 帯において、交差交換を許すとする。このと

き、Aと B、C と D は互いに変形不可能である。



証明. 交差交換をすることによって絡み数は ±2だ

け変わる。
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証明. 交差交換をすることによって絡み数は ±2だ

け変わる。
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よって、Aと B は互いに変形不可能である。



� �



� �

よって、C と D は互いに変形不可能である。



定義. 交差交換を許すとき、下図のようななめら

かな変形を正則ホモトピー (regular homotopy) と

いう。

−→



平面曲線の正則ホモトピー



ただし、下図のようにコブをつくったりしてはな

めらかな変形とはいえない。
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これを回転数が n(n:整数)の標準形という。



6.コンウェイ多項式



有向絡み目 L に対して 3 つの公理を用いて、多

項式 ∇L(z) ∈ Z[z] を定義することができる：



有向絡み目 L に対して 3 つの公理を用いて、多

項式 ∇L(z) ∈ Z[z] を定義することができる：

Z[z]は z を変数とする整係数多項式環



有向絡み目 L に対して 3 つの公理を用いて、多

項式 ∇L(z) ∈ Z[z] を定義することができる：

Z[z]は z を変数とする整係数多項式環

∇L(z) は有向絡み目 L およびその有向絡み目型

[L]のコンウェイ多項式



公理（C0）:有向絡み目 Lと L′が有向同型ならば、

∇L(z) = ∇L′(z).



公理（C1）:平凡な有向結び目 Oについて、

∇O(z) = 1.



公理（C2）:3 つの有向絡み目 K, L, M が正則

の位置にあって、これらの正則表示 K̃, L̃, M̃ はあ

る 1 点の近傍がそれぞれ下図に示す状態になって

いて、さらにこれらの近傍の外部では完全に一致し

ているとする。
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このとき次の等式が成り立つ：

∇K(z)−∇L(z) = z∇M (z).



命題. 有向絡み目M が分離可能ならば∇M (z) = 0



公理 (C0)より、

∇K(z) = ∇L(z).

公理 (C2)より、

0 = ∇K(z)−∇L(z) = z∇M (z).

∴ ∇M (z) = 0
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コンウェイ多項式の計算方法:

Lを交差交換→平凡
平凡な絡み目のコンウェイ多項式はわかっている

以上より帰納的に計算することができる



7 コンウェイ多項式の性質と
計算例



定理. (1)有向絡み目 Lについて、

∇L(z) = ∇−L(z)

従って、コンウェイ多項式は、結び目に関しては、

向きに依存しない不変量である



(2) µ 成分の有向絡み目 L について、L のすべ

ての交差点において得られる有向絡み目を L∗ とす

ると
∇L∗(z) = ∇L(−z)

= (−1)µ−1∇L(z)



定理の２式は、第３節で述べられた帰納的な計算

方法を用いて容易に得ることができる。



例.(1)
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q : K の交差点の数、K(q) : K の表す絡み目
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q = 2n + 1のとき、K(q)は (2, q)型トーラス結び目、

q = 2nのとき、K(q)は (2, q)型トーラス絡み目
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上図の LはK(q − 2)を表し、
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上図の LはK(q − 2)を表し、
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上図の LはK(q − 2)を表し、

M はK(q − 1)を表す。
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よって

∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

を得る。



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

(B) 式について K(0) は平凡な絡み目、K(1) は

平凡な結び目だから、



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

(B) 式について K(0) は平凡な絡み目、K(1) は

平凡な結び目だから、

∇K(0)(z) = 0,



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

(B) 式について K(0) は平凡な絡み目、K(1) は

平凡な結び目だから、

∇K(0)(z) = 0,

∇K(1)(z) = 1,



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

(B) 式について K(0) は平凡な絡み目、K(1) は

平凡な結び目だから、

∇K(0)(z) = 0,

∇K(1)(z) = 1, ∇K(2)(z) = z,



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

(B) 式について K(0) は平凡な絡み目、K(1) は

平凡な結び目だから、

∇K(0)(z) = 0,

∇K(1)(z) = 1, ∇K(2)(z) = z,

繰り返していくと…



∇K(0)(z) = 0,

∇K(1)(z) = 1,

∇K(2)(z) = z,

∇K(3)(z) = 1 + z2,

∇K(4)(z) = 2z + z3,

· · · · · ·
が得られる。



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

(B)に z = 1を代入



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

(B)に z = 1を代入→



∇K(q)(z) = ∇K(q−2)(z) + z∇K(q−1)(z) (B)

(B)に z = 1を代入→

∇K(q)(1) = ∇K(q−2)(1) + ∇K(q−1)(1)



∇K(1)(1) = ∇K(2)(1) = 1であるから、



∇K(1)(1) = ∇K(2)(1) = 1であるから、

∇K(n)(1)は、



∇K(1)(1) = ∇K(2)(1) = 1であるから、

∇K(n)(1)は、

フィボナッチ数列 1, 1, 2, 3, 5, · · · となる。



よって、K(1),K(2),K(3), K(4), · · · · · · たち
が互いに同型でないことがわかる。



よって、K(1),K(2),K(3), K(4), · · · · · · たち
が互いに同型でないことがわかる。
特に、K(3),K(5), K(7),K(9), · · · · · · は平凡な
絡み目でないことがわかる。



例.(2)

K(q) の交差の上下を逆にしたものを K(−q) と

表すことにする。



例.(2)

K(q) の交差の上下を逆にしたものを K(−q) と

表すことにする。このとき、定理の (2)より、



例.(2)

K(q) の交差の上下を逆にしたものを K(−q) と

表すことにする。このとき、定理の (2)より、

∇K(−q)(z) = (−1)q−1∇K(q)(z)

であることがわかる。



我々は、　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　



我々は、中心線が結び目 C であるようなメビウ

スの帯 X を半分に切ってできるリボンの中心線 K

が平凡であるならば、



我々は、中心線が結び目 C であるようなメビウ

スの帯 X を半分に切ってできるリボンの中心線 K

が平凡であるならば、C 自身が平凡でなければなら

ないことを示した。



我々は、中心線が結び目 C であるようなメビウ

スの帯 X を半分に切ってできるリボンの中心線 K

が平凡であるならば、C 自身が平凡でなければなら

ないことを示した。

C が平凡であるとき、



我々は、中心線が結び目 C であるようなメビウ

スの帯 X を半分に切ってできるリボンの中心線 K

が平凡であるならば、C 自身が平凡でなければなら

ないことを示した。

C が平凡であるとき、X は例の (1)、(2)のよう

な境界をもつメビウスの帯 (以下、M(q)と書く)で

ありK = K(q)(q は奇数)となる。



我々は、中心線が結び目 C であるようなメビウ

スの帯 X を半分に切ってできるリボンの中心線 K

が平凡であるならば、C 自身が平凡でなければなら

ないことを示した。

C が平凡であるとき、X は例の (1)、(2)のよう

な境界をもつメビウスの帯 (以下、M(q)と書く)で

ありK = K(q)(q は奇数)となる。

これが平凡であるのは、q = ±1 のときだけで

ある。



以上をまとめて、次の定理を得る:



以上をまとめて、次の定理を得る:

定理. メビウスの帯M を半分に切ってできるリ

ボンの中心線が平凡であるのは、



以上をまとめて、次の定理を得る:

定理. メビウスの帯M を半分に切ってできるリ

ボンの中心線が平凡であるのは、

M = M(±1)の 2つの場合のみである。


